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1.- INTRODUCCION
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Un aspecto importante en el estudio de los minerales es su caracterización óptica,
íntimamente ligada a su estructura cristalina y definida por los valores de los índices de
refracción y los coeficientes de absorción. Dependiendo de dicha estructura éste puede ser
anisótropo,  lo cual hace que sus propiedades ópticas varíen con la dirección de propagación y
polarización de las ondas electromagnéticas.
Para lograr la obtención de estas propiedades ópticas se han elaborado diversos
métodos basados en el análisis del estado de polarización de la luz reflejada o transmitida por la
superficie de una muestra de material, para una luz incidente con un estado de polarización
determinado.
Según el tipo de material a analizar, puede ser factible la preparación de una muestra, de
orientación determinada respecto a los ejes principales,  sobre la que incida la luz . En este caso
pueden obtenerse las características ópticas de una superficie y , en consecuencia, del material
del que forma parte. Este es el fundamento de las técnicas de elipsometría[1] y de microscopía.
La necesidad de analizar los medios absorbentes, los cuales no se pueden tratar con técnicas de
microscopía de transmisión [2], orientó los estudios hacia la de reflexión, válida tanto para
medios absorbentes como para medios transparentes, y cuyo desarrollo, tanto teórico como
práctico,  fue realizado por Berek [3,4], Freund[2], Beugnies[5], Hallimond[6]...
La existencia de materiales en los que es prácticamente imposible conseguir una
superficie con una orientación conocida obliga a considerar el comportamiento óptico de una
población formada por orientaciones aleatorias lo cual nos conduce a la necesidad de utilizar,
como técnicas de identificación de minerales,  muestras granuladas. En este sentido se pueden
citar las contribuciones de  [7] E.S.Larsen, F.E.Wright,...
El hecho de que se tengan que considerar todas las posibles orientaciones ha hecho que
el estudio se centre en la búsqueda de una superficie que represente el comportamiento de los
materiales en todas las direcciones y que sustituya al elipsoide de índices, que en el caso de
medios absorbentes es complejo y de difícil interpretación. En este sentido Hallimond[6],
Hevia[8] y Virgós[9] definen y utilizan lo que llaman Superficie Indicatriz de Reflectancia,
trabajando con luz linealmente polarizada en incidencia normal. Posteriormente Alfonso[10]
definió la Superficie Indicatriz de Reflectancia Natural con luz natural en incidencia normal
desarrollándose su estudio para el caso de medios uniáxicos, tanto transparentes como
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absorbentes [11,12,13,14]. Deja, por tanto, como camino abierto el desarrollo experimental de
sus conclusiones y el análisis de medios biáxic  transparentes y absorbentes.
En este trabajo se contribuye al desarrollo en la caracterización de los medios biáxic
transparentes completando, además,  la de los uniáxicos, todo ello bajo el concepto de la
Superficie Indicatriz de Reflectancia Natural. Este desarrollo nos llevará a la obtención de
expresiones que nos van a permitir, de un modo sencillo, calcular los índices de refracción de
medios transparentes utilizando técnicas de microscopía de reflexión con luz natural en
incidencia perpendicular.
La descripción de los contenidos  es la siguiente:
En el capítulo 2 se presenta , de un modo breve, las bases de la Optica de medios
anisótropos necesarias para todo el trabajo posterior,  analizando las características de la
propagación de una onda electromagnética en un medio de este tipo.
El capítulo 3 se dedica al fenómeno de la refracción. En este apartado se obtienen las
expresiones de las ondas refractadas en un medio anisótrop transparente a partir de una onda
incidente desde un medio isótropo. El estudio se centra tanto en las direcciones de propagación
de dichas ondas como en sus vectores desplazamiento. Se comienza obteniendo resultados para
medios anisótropos transparentes, de modo general, para posteriormente particularizar a los
uniáxicos y en el caso de incidencia normal.
A continuación , en el capítulo 4, se analiza la reflexión en medios anisótropos. Se
estudia la definición de  Superficie Indicatriz de Reflectancia como medio de caracterizar
ópticamente un material y su grado de incertidumbre para una dirección de polarización dada,
el cual está valorado por el tamaño de lo que se llama Corteza. Se definen los conceptos de
Reflectancia Natural y de Superficie Indi atriz de Reflectancia Natural (S.I.R.N.) , estudiando
en el capítulo 5  los parámetros estadísticos de dicha superficie para los medios uniáxicos
transparentes.  Se empieza por calcular la función densidad y la función de distribución, para
con ella obtener la  relación que existe entre los índices de refracción del material y los
parámetros estadísticos Media, Mediana, Moda, Máximo, Mínimo y Desviación Típica . Estas
relaciones se obtienen tanto de una manera teórica como por simulación.
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Dentro de los medios anisótropos transparentes en el capítulo 6 se estudian  los
materiales biáxicos , los cuales son analizados utilizando la S.I.R.N. y en los que se desarrollan
de un modo teórico  las características estudiadas para los medios uniáxicos. Por último se
analizan cuales son los parámetros estadísticos necesarios para caracterizar estos materiales de
modo que la incertidumbre en dicha caracterización sea mínima.
En los capítulos 7 y 8 se expone la experimentación realizada para la comprobación del
método de caracterización desarrollado en este trabajo. En el capítulo 7 se describe el método
seguido para obtener las muestras granuladas , los sistemas o aparatos que se utilizan así como
los distintos factores que intervienen en el proceso de medida. En el 8 se estudian cuatro
minerales comprobando la validez de las expresiones obtenidas teóricamente tanto para medios
biáxicos como para medios uniáxicos transparentes.
Por último en el capítulo 9 se enumeran las conclusiones más interesantes que complet
las conclusiones parciales de los capítulos anteriores.
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2.- MEDIOS ANISOTROPOS TRANSPARENTES
- Pag. 10 -
Un material ópticamente a isótropo es aquel cuyas propiedades ópticas dependen de las
direcciones de propagación y vibración de las ondas de luz. Estos materiales ópticamente
anisótropos incluyen medios cristalinos o medios amorfos cuando son sometidos a
interacciones externas de diversa naturaleza.
En un medio isótropo la polarización inducida, momento dipolar por unidad de
volumen,  
 
P , es siempre paralela al campo eléctrico 
 
E y está relacionada con él por medio de
un escalar proporcional a la susceptibilidad c,  independiente de la dirección del campo
eléctrico aplicado. Esto no es cierto para medios nisótr pos excepto para ciertas direcciones
particulares. Al estar un cristal formado por un sistema regular periódico de átomos o
moléculas,  con cierta simetría,  se puede esperar que la polarización inducida dependa tanto en
módulo como en dirección del campo eléctrico aplicado. En lugar de una relación simple entre
el vector polarización 
 
P y el vector campo eléctrico  
 
E   tenemos
Px = eo ( cxx Ex + cxy Ey + cxz Ez ))) (2.1)
Py = eo ( cyx Ex + cyy Ey + cyz Ez )))
Pz = eo ( czx Ex + czy Ey + czz Ez )))
donde eo es la permitividad dieléctrica del vacío. A la matriz 3 x 3 de los  coeficientes cij s  le
llama tensor de susceptibilidad eléctrica. Los valores de los coeficientes cij d penden de la
elección de los ejes  x, y , z  relativos a la estructura del cristal. 
En lugar de usar (2.1) se puede describir la respuesta dieléctrica del cristal por medio del
tensor permitividad dieléctrica  eij   
 
û
ú
ùDx = exx Ex + exy Ey + exz Ez 
Dy = eyx Ex + eyy Ey + eyz Ez
 
Dz = ezx Ex + ezy Ey + ezz Ez
  (2.2)
donde  
 
D  representa el vector desplazamiento eléctrico. De (2.1) y de la relación 
D = eo E  +  P  se cumple la relación tensioral
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( eij ) = eo ( ) I + ( cij )  
estos nueve valores eij son constantes del medio para un sistema de referencia dado y
constituyen el tensor dieléctrico.
Siempre es posible elegir los ejes de modo que el tensor sea diagonal, teniendo
û
ú
ùPx = eo cx Ex    Dx = ex Ex  
Py = eo cy Ey     Dy = ey Ey 
 
Pz = eo cz Ez      Dz = ez Ez
 (2.3)
Estas direcciones se llaman ejes principales dieléctricos del cristal y las constantes ei (i =
x,y,z)  constantes dieléctricas principales.
Utilizando el sistema de ejes principales y con la expresión de la densidad de energía
eléctrica, energía por unidad de volumen almacenada por el campo eléctrico,  Ue = 
1
2  
 
E Ê 
 
D  ,
se puede obtener la ecuación de una superficie  [15]  que permite estudiar las propiedades
ópticas de un medio transparente. En efecto, a partir de la expresión de la densidad de energía
Dx2
ex 
   +  
Dy2
ey 
   +  
Dz2
ez 
   = 2 Ue
sustituyendo 
 
 
2 eo Ue
D
  por   
 
r  y definiendo los índices de refracción principales  nx , ny, y  nz
por       ni2 = 
 ei 
 eo 
  ( i = x, y, z)  la ecuación de las superficies de densidad de energía constante
en el espacio de  
 
D  puede ser escrita como
 
x2
nx2
   +  
y2
ny2
   +  
z2
nz2
   = 1 (2.4)
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Fig 1.Elipsoide de índices
La expresión 2.4 es la ecuación general de un elipsoide de ejes paralelos a  los ejes
principales y cuyos semiejes valen   nx,  ny  y   nz   respectivamente. Dicho elipsoide está
representado en la figura 1, y se conoce con el nombre de elipsoide de índices.
2.1.-PROPAGACION DE UNA ONDA PLANA MONOCROMATICA
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Una onda plana monocromática , de pulsación w, propagándose en la dirección dada por
el vector unitario  
 
s  , referido al sistema de coordenadas principales anteriores, tendrá como
ecuaciones para los vectores campo eléctrico 
 
E , desplazamiento 
 
D  y campo magnético 
 
H
 
E = Eo e
i w  ( t - c
n  r×s )
 
H = Ho e
i w  ( t - c
n  r×s )
 
D = Do e
i w  ( t - c
n  r×s )
siendo las amplitudes 
 
Eo , Ho y  Do  independientes del tiempo, 
 
r el vector de posición de un
punto genérico del frente de ondas,  c la velocidad de la luz en el vacío y n el índice de
refracción asociado a la dirección de propagación .  v = c/n  es la velocidad de fase.
Se consideran medios no ferr magnéticos , sin cargas libres y de conductividad cero .
Sustituyendo las expresiones anteriores de los vectores campo eléctrico, desplazamiento y
magnético en las ecuaciones de Maxw ll  se obtienen  las siguientes relaciones que caracterizan
la propagación en un medio anisótropo
 
c
n  ( H x s ) = D
  
(2.1.1)
 n ( E x s ) = - eo
mo   H
  
(2.1.2)
 
D× s = 0   (2.1.3)
 
H× s = 0   (2.1.4)
siendo mo la permeabilidad en el vacío. De   (2.1.1)  y  (2.1.2) obtenemos
 
D = eo n
2 ( s x ( E x s ) )   (2.1.5)
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quedando definidas las componentes del vector 
 
D , por medio de (2.3) , por
Dx  = 
sx K
1
nx
2 - 
1
n2
      Dy  = 
sy K
1
ny
2 - 
1
n2
      Dz  = 
sz K
1
nz
2 - 
1
n2
          (2.1.6)
donde
 K = eo ( E ×  s )
Imponiendo  (2.1.3)  en  (2.1.6) se obtiene
 
sx
2
1
nx
2 - 
1
n2
    +  
sy
2
1
ny
2 - 
1
n2
   +  
sz
2
1
nz
2 - 
1
n2
   = 0   (2.1.7)
Esta ecuación es bicuadrada y posee, en general, dos raíces positivas, n1 y n2, lo que
significa que para una misma dirección de propagación 
 
s el medio presenta dos índices de
refracción diferentes o lo que es lo mismo que se pueden propagar dos ondas con velocidades
de fase diferentes. A cada una de estas dos ondas le corresponde un vector desplazamiento,  
 
D
1
y  
 
D
2 , perpendiculares entre sí y a la dirección de propagación.
Tanto los dos índices de refracción como las direcciones de los dos vectores
desplazamiento correspondientes a una dirección de propagación se pueden hallar a partir del
elipsoide de índices trazando el plano , a través del origen , perpendicular a la dirección de 
 
s .
Los semiejes de la elipse intersección del elipsoide y el plano son los valores de n1 y n2  y las
direcciones de los mismos son las de  
 
D
1 y  
 
D
2 ( figura 2 ).
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Fig. 2. Indices de refracción y vectores Desplazamiento para una dirección de propagación 
 
s .
Utilizando los ángulos representados en la figura  3  , azimut q y colatitud j, los valores
de los dos índices de refracción  n1 y 2
Figura 3
asociados a una dirección de propagación , solución de la ecuación (2.1.7), cumplen [10]:
1
n1
2  =  A + B/2 + (1/2)B
2 + 4 C2   (2.1.8)
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1
n2
2  =  A + B/2 - (1/2)B
2 + 4 C2   (2.1.9)
donde los términos A, B y C son los siguientes
A  =  
sin2q
nx2
   +  
cos2q
ny2
   (2.1.10)
B = cos2j (  
cos2q
nx2
   +  
sin2q
ny2
   )  -  A  +   
sin2j
nz2
  (2.1.11)
C = (  
1
nx2
   -  
1
ny2
   ) cos q sin q cos j (2.1.12)
Se llaman ejes ópticos a aquellas direcciones en las que se cumple quelos dos índices de
refracción que pueden presentar son iguales. Dichos ejes se corresponden con aquellas
direcciones en las que las secciones del elipsoide de índices normales a ellas son secciones
cíclicas. Así cuando una onda se propaga en una de las direcciones correspondientes a un eje
óptico esta posee siempre la misma velocidad, mismo índice, independientemente de la
dirección de polarización.
En los medios cristalinos los ejes del elipsoide coinciden con los ejes de simetría. Así
cuando el sistema cristalino es cúbico se cumple que los tres ejes de simetría son equivalentes.
De este modo nx = ny = nz con lo cual todas las direcciones son iguales y el medio se comporta
como isótropo. El elipsoide se convierte en una esfera.
En los cristales del sistema hexagonal, trigonal y tetragonal el elipsoide de índices es de
revolución, en cuyo caso se cumple que  dos de los índices de refracción principales son
iguales, habiendo sólo un eje óptico que se corresponde con la dirección en la que la sección
perpendicular a la misma es circular. El eje óptico coincide con el eje de simetría del elipsoide.
A estos materiales se les llama uniáxicos.
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Si tomamos como eje principal Z en la dirección del eje de revolución del elipsoide
tendremos   nx = ny  n z  estando entonces la dirección del  eje óptico definida por el ángulo j
= 0.
Normalmente se suele utilizar la nomenclatura siguiente:
nz = ne ( índice de refracción principal extraordinario )
nx = ny  = nw ( índice de refracción principal ordinario ).
diciéndose que el material es ópticamente positivo cuando ne > nw y ópticamente negativo
cuando ne < nw.
En los cristales de los sistema ró bico, monoclínico y triclínico el elipsoide es ordinario
siendo los tres índices principales diferentes y teniendo estos medios dos ejes ópticos. Si
tomamos por convenio para los índices de refracción principales nx < ny < nz  los dos ejes
ópticos obtenidos de (2.1.8) y (2.1.9) al imponer n1 = n2  son
q = 0° , tg2 j = 
Axy
Ayz
 
q = 180° , tg2 j = 
Axy
Ayz
 
donde  Axy = 
1
nx2
   -  
1
ny2
     y    Ayz = 
1
ny2
   -  
1
nz2
       Esto significa un ángulo V entre los ejes
ópticos de valor [5]
tg V/2 =  
nz
nx
  
ny2 - nx2
nz2 - ny2
 
A estos materiales se les denomina biáxicos presentando, para cualquier dirección de
propagación, dos índices de refracción diferentes que cumplen  nx    n 1    n y    n 2    n z
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3.- REFRACCION EN MEDIOS ANISOTROPOS
TRANSPARENTES
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Cuando una onda incide sobre la superficie de separación de dos medios de índices  de
refracción diferentes parte se refleja y parte se refracta. Sea el medio incidente un medio
isótropo y el otro anisótropo.
Como se ha visto en el capítulo anterior, para una dirección de propagación en un medio
anisótropo pueden propagarse dos ondas polarizadas, con la dirección del vector
desplazamiento de cada una de ellas bien definido. Para que se cumplan las condiciones de
contorno al atravesar una onda desde un medio isótropo a otro anisótropo se necesitará, en
general,  que en el medio anisótropo se propaguen dos ondas , es decir que haya dos ondas
refractadas.
El sistema de coordenadas utilizado era el sistema de coordenadas principales estando ,
de este modo, la mayor parte de las propiedades expresadas en este sistema. Sin embargo
cuando una onda que proviene de un medio incide sobre otro , uno de los sistemas de
coordenadas más elemental es el definido a partir de la superficie de separación de los dos
medios.
Es por esto que en este capítulo , y en primer lugar , se obtendrán las expresiones de las
direcciones de propagación de las ondas reflejada y refractadas en este sistema de coordenadas
para posteriormente , y con ayuda de estas expresiones, obtener relaciones entre los vectores
desplazamiento de las mismas ondas. Se trata , en esencia, de caracterizar las ondas refractadas.
3.1.- DIRECCIONES DE PROPAGACION
Se introduce el sistema de coordenadas  Xm, Ym, Zm,  el cual está definido por la
superficie de separación entre el medio incidente isótropo  y el medio anisótropo y en el que se
elige el eje Zm  perpendicular a la superficie y los ejes Xm  Ym contenidos en ella. A este
sistema de coordenadas así definido se le va a denominar, de ahora en adelante, sistema de
coordenadas del medio.
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La figura 4 presenta el planteamiento del problema [16]  y  en ella está representada una
onda que se propaga en un medio isótropo de índice de refracción no, con una dirección de
propagación 
 
so, la cual incide en un medio anisótropo formando un ángulo to con el eje  Zm .
Se producirá una onda reflejada , cuya dirección de propagación viene dada por 
 
so
,
 , y
dos ondas refractadas en el medio anisótropo cuyas direcciones de propagación vienen dadas
por 
 
s1  y  s2 , de índices n1 y n2. El plano p de la figura 4 representa el plano de incidencia ,
definido por la dirección de propagación de la onda incidente y la normal a la superficie de
separación de los medios, formando un ángulo d co  el plano ZmYm.
Fig. 4. Reflexión y refracción de una onda incidente desde un medio isótropo sobre un medio
anisótropo
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 Las componentes de la dirección de propagación de la onda incidente en el sistema de
coordenadas del medio son
sox  = - sin to  sin d
soy  =   sin to  cos d       
(3.1.1)
soz  = - cos to
y cada uno de los campos eléctricos de las ondas incidente, reflejada y refractada estará
expresado en dicho sistema de coordenadas por
 
Eo = Ao e
i po ( ct - no ( - x sin to sin d  + y sin to cos d - z cos to ) )
       (3.1.2)
 
Eo
,
 = Ao
,
 e
i po
,
 ( ct - no ( x sox
,
 + y soy
,
 + z soz
,
 ) )
       (3.1.3)
  
 
E
1
 = A
1
 e
i p1 ( ct - n1 ( x s1x + y s1y + z s1z ) )
   
   (3.1.4)
 
E
2
 = A
2
 e
i p2 ( ct - n2 ( x s2x + y s2y + z s2z ) )
       
(3.1.5)
donde po  = wo /c , 
 po
,  = wo
,  /c, p1  = w1 /c  y  p2  = w2 /c;   
 
Ao , Ao
,
 , A
1
 y A
2  son las
amplitudes de las ondas incidente, reflejada y transmitidas; s
,
oi  , 
 s
1i
 , s
2i  ( i = x, y, z)  son  las
componentes de la dirección de propagación de la onda reflejada de la  onda 1 y de la onda 2
respectivamente.
La condición de contorno para el campo eléctrico en la superficie de separación entre
dos medios es que la componente tangencial a dicha superficie de separación permanezca
constante. Estableciendo la constancia en sus componentes "x"  e "y"  se verificará
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 Eox + Eox
,
 = E
1x
 + E
2x      (3.1.6)
 Eoy + Eoy
,
 = E1y + E2y      (3.1.7)
 Explícitamente las expresiones (3.1.6) y (3.1.7) quedan
  Aox e
i po ( ct - no ( - x sin to sin d + y sin to cos d ) ) + Aox
,
 e
i po
,
 ( ct - no ( x sox
,
 + y soy
,
 ) )
 =
=  
 A
1x
 e
i p1 ( ct - n1 ( x s1x + y s1y ) ) +  A
2x
 e
i p2 ( ct - n2 ( x s2x + y s2y ) )
     (3.1.8)
 Aoy e
i po ( ct - no ( - x sin to sin d + y sin to cos d ) ) + Aoy
,
 e
i po
,
 ( ct - no ( x sox
,
 + y soy
,
 ) )
  
=
=   
 A
1y
 e
i p1 ( ct - n1 ( x s1x + y s1y ) )
 +  A
2y
 e
i p2 ( ct - n2 ( x s2x + y s2y ) )
       (3.1.9)
donde se ha establecido que en la superficie de separación  z = 0. Las igualdades anteriores en
el caso particular de  t = 0 ,  x = 0  e  y = 0  tienen la forma
 Aox + Aox
,
 = A
1x
 + A
2x
(3.1.10)
 Aoy + Aoy
,
 = A
1y
 + A
2y
Como (3.1.8) y (3.1.9) se han de verificar en todo instante de tiempo , al ser el origen de
tiempos arbitrario, y en cualquier punto de la superficie de separación, las expresiones (3.1.10)
deben cumplirse independientemente de x, y , t, lo que implica que los coeficientes de estas tres
variables independientes tienen que ser iguales con lo que
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 po = po
,  = p
1
 = p
2
 no sox = no sox
,  = n
1
 s
1x
 = n
2
  s
2x (3.1.11)
 
 no soy = no soy
,
 = n1 s1y = n2 s2y   
cumpliéndose que  
 wo = wo
,  = w
1
 = w
2  , es decir
A.- La frecuencia de las ondas reflejada y transmitida no varía respecto a la de la incidente .
y que
 sox
,
 = sox  = - sin to  sin d s1x  = - 
no
n1
  sin to  sin d s2x  = - 
no
n2
 sin to sin d   
    (3.1.12)
 soy
,
 = soy  =  sin to  cos d s1y  =   
no
n1
  sin to  cos d s2y  =  
no
n2
  sin to  cos d   
Teniendo en cuenta que las direcciones de propagación son vectores unitarios se pueden
obtener las componentes en la dirección z para cada una de esas tres ondas.
 soz
,  = cos to s
2
1z  =  
n21 - n
2
osin
2 to
n21
 s22z  =  
n22 - n
2
osin
2 to
n22
  
donde se ha elegido, obviamente, el signo positivo para la componente z del vector reflejado.
Con ello completamos las ondas reflejada y transmitidas.
B.- La dirección de propagación de la onda reflejada es  
 
so
,
= (- sin to sin d, sin to cos d, cos to)
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C.- La dirección de propagación de las ondas refractadas son
 
s
1
 =
 
 ( - 
no
n1
  sin to  sin d  ,  
no
n1
  sin to  cos d , ±  
n1
2 - no
2 sin2 to
 n1
   )
 
s2 =  ( - 
no
n2
  sin to  sin d  ,  
no
n2
  sin to  cos d , ±  
n2
2 - no
2 sin2 to
 n2
   )
no quedando explícitamente definidas a partir de los datos de la incidente al ser n1  y  n2
función de dichas direcciones.
Al ser la relación entre las componentes  "x"  e  "y"  de  
 so'  ,  s1 y s2  la misma que la de
so se llega a la conclusión :
D.- Todas las ondas tienen la dirección de propagación en el mismo plano, plano de incidencia.
Si por t1  y  t2 se denomina a los ángulos que forman la dirección de propagación de la
onda 1 y 2 con el eje Zm, sus direcciones serán  
 
s
1= ( - sin t1 sin d,   sin t1 cos d, - cos t1 )   y 
s2
 
= ( - sin t2 sin d,   sin t2 cos d,  - cos t2 )  y aplicando (3.1.11 ) se cumple que:
n1 sin t1 = no sin to    n2 sin t2 = no sin to
E.- Se verifica la ley de Snell para las direcciones de propagación dentro de un medio
anisótropo.
En el caso de incidencia normal la dirección de propagación de la onda incidente sólo
tiene componente en el eje Zm  con lo que las componentes "x" e "y" tanto de la onda reflejada
como de las dos ondas refractadas serán cero.
F.- Bajo incidencia normal las ondas reflejada y transmitidas en un medio anisótropo
transparente tienen la misma dirección de propagación que la de la onda incidente.
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3.1.1.- MEDIOS UNIAXICOS
En lo que sigue , al igual que hacíamos en el capítulo 2,  trabajaremos en el sistema de
ejes principales que se designará por X, Y , Z.  
Se definía un medio uniáxico como aquel que tiene dos índices de refracción principales
iguales. Su tratamiento se puede enfocar desde dos puntos de vista:
1º  - Como un caso particular de los medios biáxic  en los que dos de los índices principales
del medio son iguales.
Si por convenio se toma nx  n y  n z  los índices asociados a una dirección de
propagación 
 
s(q,j) , figura 3, según  (2.1.8) y (2.1.9), toman la siguiente forma:
- uniáxicos positivos:  nx = ny = nw  ;   nz = ne
1
n22
   = 
cos2j
nw2
   +  
sin2j
ne2
   
1
n12
   = 
1
ny2
   = 
1
nw2
 (3.1.1.1)
- uniáxicos negativos:  ny = z = nw  ; nx = ne
1
n12
   = 
1 - cos2q sin2j
ne2
   +  
cos2q sin2j
nw2
   
1
n22
   = 
1
ny2
  = 
1
nw2
  (3.1.1.2)
coincidiendo los ejes ópticos en el primer caso con el eje Z ( j = 0 ) al ser el plano XY el que
presenta índices de refracción iguales y en el segundo con el eje X ( j = p/2, q = 0)
2º - Tomando como eje óptico el eje principal Z, en cuyo caso la solución es única y (2.1.8) y
(2.1.9) toman la forma
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1
n12
   = 
cos2j
nw2
   +  
sin2j
ne2
   
1
n22
   = 
1
ny2
  = 
1
nw2
  (3.1.1.3)
siendo  nx = ny = nw  ;   nz = ne  .
La expresión (3.1.1.3) se puede poner en función de las direcciones de propagación
como
1
n22
   =  
1
nw2
  (3.1.1.4)
1
n12
  =  
1
ne2
 ( 1 - sz
2 )   +  sz
2 
1
nw2
 (3.1.1.5)
donde sz  es la componente en el eje Z, eje óptico, de la dirección de propagación.
A la onda cuyo índice de refracción es el (3.1.1.4), que se corresponde con el índice de
refracción principal ordinario, se le llama onda ordinaria y a la que tiene como índice el
(3.1.1.5) extraordinaria.
Usaremos el 2º punto de vista. Para distinguir los dos sistemas de coordenadas que se
disponen , el sistema de ejes principales y el del medio, tomaremos la siguiente notación:
       O. ordinaria  O. extraordinaria
n2 = nw n1 = ne
     sori sexi  i: x, y , z ----> Sistema de ejes del medio
   soi sei i: x, y , z ----> Sistema de ejes principales
Con esta notación (3.1.12) tomará la forma
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sexx  = - 
no
n1
  sin to  sin d sorx  = -
no
nw
 sin to sin d     
sexy  =   
no
n1
  sin to  cos d sory  =  
no
nw
  sin to  cos d   
La intersección entre la superficie de separación y el plano diametral del elipsoide de
índices es un eje que se puede tomar como eje principal Y. Sea el eje principal Y coincidente
con el eje del medio Ym.  La figura 5 representa dicha intersección .
Fig 5. Relación entre el sistema de ejes principales y el sistema de ejes del medio
La relación matricial entre las coordenadas en los dos sistemas es
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è
ç
ç
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ø
÷
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 z
  = 
÷
÷
÷
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
ç
ç
ç
è
æ
÷
÷
÷
÷
÷
÷
ø
ö
ç
ç
ç
ç
ç
ç
è
æ
m
m
m
z
y
x
0
010
0
(3.1.1.6)
donde 
 
ui  y  
 
uim
 
(i = x, y, z) son los vectores unitarios del sistema de ejes principales y los
vectores unitarios del sistema de ejes del medio respectivamente.
1º.- Onda Ordinaria
La componente "z"  de la dirección de propagación de la onda ordinaria , a partir de
(3.1.12), es
sorz  = -  
nw
2 - no
2 sin2 to
 nw
 
Donde se ha tomado la solución negativa ya que la positiva significaría que la onda sigue
en el medio sótropo. Con todo esto y como el índice de refracción ordinario es una constante
independiente de la dirección de propagación, la dirección de propagación de la onda ordinaria
estará completamente definida a partir de la onda incidente.
Las componentes de la misma en función del sistema de coordenadas del medio son
 
sor  = 
1
nw
 è
æ
ø
ö -no sin to sin d , no sin to cos d , - nw
2 - no
2 sin to
2    (3.1.1.7)
Sin más que utilizar (3.1.1.6) se conocerá su dirección de propagación en el sistema de
ejes principales.
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2º.- Onda Extraordinaria
A diferencia del caso anterior, para la onda extraordinaria el índice de refracción
depende de la dirección de propagación de dicha onda según la expresión ( 3.1.1.5 ) que,
utilizando la notación de este apartado,  es
1
ne2
  =  
1
ne2
 ( 1 - sez
2 )   +  sez
2 
1
nw2
    (3.1.1.8)
Utilizando la matriz del cambio, (3.1.1.6) , se va a calcular las componentes de la
dirección de propagación de la onda extraordinaria en función del sistema de coordenadas X ,
Y  , Z. Por ser la dirección de propagación un vector unitario y a partir de  (3.1.12) teniendo en
cuenta que la coordenada Y coincide con la Ym
sez
2  = 1 - sex
2  - sey
2  = 1 -  sex
2  -  
nw
2
ne
2  sory
2              (3.1.1.9)
donde       sex  = A sexx  + B sexz 
con     A = uxm×  ux        y       
 B = uzm×  ux
La expresión  (3.1.1.9)  con los cambios anteriores y utilizando (3.1.12) es
( )( ) ( )
21
22
2
2
2222222
2
2
2
ez 12 - 1  s
ú
ú
û
ù
ê
ê
ë
é
+---+-+= oryorx
e
w
orx
e
w
oryorxoryorx
e
w
ss
n
n
s
n
n
ABBssBssA
n
n
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en la que utilizando (3.1.1.8), al poner el índice de refracción en función de la componente  "z",
se llega a
 (3.1.1.10)
donde
M =  2 A B nw   sorx 
 (3.1.1.11)
N =  nw
2  ( sorx
2 + sory
2 )  
P =  1 -B2  
Llamando
( ) ( ) *111111
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è
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ø
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ss
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ee
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w
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(3.1.1.10) se puede escribir
en la que si se agrupan los términos dependientes de sez  y s  el van al cuadrado se transforma
en
Llegando, por tanto, a una expresión bicuadrática del tipo
V sez
4   - W sez
2  + X = 0       (3.1.1.12)
2
1
en
LPyS -=
( ) ( ( ) ) 21
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2 11
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en la que
(3.1.1.13)
X = S2  - M2 
1
ne2
   +  M2  N 
1
ne4
 
Así, en resumen, conocida la componente "z" en el sistema de ejes principales se puede
conocer n1 (ne) , utilizando (3.1.1.5),  si se conocen los índices de refracción principales del
medio.  Conocido n1 , sin mas que utilizar la relación de Snell dada en la conclusión E del
apartado 3.1.,  se podrá obtener la dirección de propagación de la onda extraordinaria en el
sistema de ejes del medio.
Para el caso particular de incidencia normal la dirección e propagación incidente sólo
tiene componente en el eje Zm con lo que teniendo en cuenta  (3.1.1.7)  se cumple  sorx  = sory
= 0  concluyendo que la onda ordinaria no sufre desviación respecto a la incidente. Para la onda
extraordinaria de (3.1.1.11)   N = L = M = 0   y la ecuación (3.1.1.12) nos queda
  sez
2   = 1 -  ( uzm×  ux )
2
Si ahora se utiliza (3.1.1.9)  se cumple que   sez
2   = 1 - sex
2   = 1 - ( A sexx  + B sexz  )
2
donde, recordando el valor de B y para que se cumplan simultáneamente estas dos últimas
expresiones,  debe ocurrir  que  sexx = 0  y que por tanto  sexz = 1  , lo cual en el sistema de
2
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22 11
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ejes  Xm, Ym, Zm  equivale a decir que la onda extraordinaria no sufre desviación respecto a la
dirección de propagación de la onda incidente.
Así, como se había deducido, bajo incidencia normal tanto la onda extraordinaria como
la ordinaria no sufren desviación, se propagan en la misma dirección que la onda incidente.
3.2.- RELACION ENTRE LOS VECTORES DESPLAZAMIENTO EN
MEDIOS UNIAXICOS
Una vez obtenidas las expresiones de las direcciones de propagación de las ondas
ordinaria y extraordinaria,  en este apartado se van a calcular las correspondientes a los
vectores desplazamiento de las mismas así como sus condiciones de perpendicularidad
particularizando al caso de incidencia normal.
1º.- Onda ordinaria
A partir de (2.1.6) para la onda ordinaria , en el sistema de ejes principal s, se cumple
Doz
Doy
   =  
soz 
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
ny
2 - 
1
n2
2 
soy 
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
nz
2 - 
1
n2
2 
 
Doz
Dox
   =  
soz 
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
nx
2 - 
1
n2
2 
sox 
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
nz
2 - 
1
n2
2 
   (3.2.1.1)
donde    nx  = ny  = nw  = n2    y   nz   = ne    por lo que, salvo en el caso de que la onda se
propague en la dirección del  eje óptico (  sox = soy = 0 ), se verificará que Doz  = 0. Teniendo
en cuenta, además, que el vector desplazamiento de cada onda es perpendicular a su dirección
de propagación se tiene la siguiente relación
 
Dox
Doy
   = - 
soy
sox
     (3.2.1.2)
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Así el vector desplazamiento de la onda ordinaria puede expresarse como
 
Do =   
(- soy , sox , 0 ) 
(1-  s2oz)
   Do       (3.2.1.3)
Si la onda se propaga en el eje óptico, al ser su vector desplazamiento perpendicular a
ella, la componente z del mismo será también cero por lo que se puede poner 
 
Do=( Dox, Doy, 0
).
De esta manera se puede concluir que en cualquier situación la onda ordinaria vibra en
dirección perpendicular al eje óptico, eje Z.
2º.- Onda extraordinaria
De modo similar a (3.2.1.1) en el sistema de ejes principales
Dex
Dey
   =  
sex 
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
ny
2 - 
1
n1
2 
sey 
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
nx
2 - 
1
n1
2 
   =  
sex
sey
   (3.2.1.4)
Dez
Dey
   =  
sez  
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
ny
2 - 
1
nz
2 ( 1 - sez
2 ) - sez
2 1
n2
2  
sey  
è
ç
æ
ø
÷
ö 
1
nz
2 - 
1
nz
2 ( 1 - sez
2 ) - sez
2 1
n2
2  
     (3.2.1.5)
y como  n2  = ny 
Dez
Dey
   =  
sez
2 - 1
sezsey 
   (3.2.1.6)
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con lo cual el vector desplazamiento para la onda extraordinaria es de la forma
 
De
 =    
( sex sez , sey sez , s
2
ez - 1 ) 
(1-  s2ez)
   De   (3.2.1.7)
Si la onda extraordinaria se propaga en la dirección del eje óptico (  sex = sey = 0 ) el
índice de refracción que presenta el medio será nw ( de (3.1.1.8) al ser sez = 1   ) . Así, en esta
situación, tanto la onda ordinaria como la extraordinaria tienen el mismo índice de refracción.
Como , además,  se cumple la ley de Snell los ángulos que formarán cada una de estas dos
ondas con el eje óptico serán iguales propagándose la onda ordinaria también en la dirección
del eje óptico y comportándose el medio como isótr po.   Obviaremos esta situación.
Teniendo en cuenta que el eje óptico es el eje Z, el plano formado por el eje óptico y la
dirección de propagación de la onda extraordinaria viene dado por    y sex - x sey = 0, pudiendo
concluir , a partir de (3.2.1.7), que la onda extraordinaria además de vibrar perpendicular a su
dirección de propagación lo hace en el plano definido por el eje óptico y la dirección de
propagación.
3º.- Condiciones de ortogonalidad
Calculadas las expresiones de los vectores desplazamiento para las ondas ordinaria y
extraordinaria se puede analizar las condiciones de perpendicularidad.
Multiplicando escalarmente las expresiones obtenidas anteriormente de los vectores
desplazamiento de la onda ordinaria y de la extraordinaria  se tiene
 
Do ×  De =    
( - soysex sez + soxsey sez ) 
(1-  s2ez) (1-  s
2
oz) 
  De Do
Imponiendo que este producto sea cero se obtienen las siguientes condiciones de
perpendicularidad de los vectores desplazamiento:
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a.- sox  sey  - soy  sex  = 0
Esta primera representa que la componente "z" del producto vectorial de las direcciones
de propagación de la onda ordinaria y de la extraordinaria es cero.
Como además ambas ondas se propagan en el plano de incidencia se puede concluir que
el eje óptico estará contenido en dicho plano. La figura 6 muestra esta  situación.
Fig. 6. Ortogonalidad de los vectores Desplazamiento de la onda ordinaria y la extraordinaria
cuando el eje óptico está contenido en el plano de incidencia, p.
En ella se representa el  plano  de incidencia , p , así como las direcciones de
propagación y  los vectores desplazamiento tanto de la onda ordinaria como de la
extraordinaria.
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Siempre que el eje óptico esté contenido en el plano de incidencia los vectores
desplazamiento serán perpendiculares ya que el vector desplazamiento de la onda extraordinaria
está en el plano de incidencia y el de la onda ordinaria es perpendicular a dicho plano.
b.- sez  = 0 
Esta segunda condición supone que la dirección de propagación de la onda
extraordinaria es perpendicular al eje óptico y que, por tanto, la dirección de su vector
desplazamiento es paralela al eje óptico.  Evidentemente al ser el vector desplazamiento de la
onda ordinaria perpendicular al eje óptico se cumple siempre la condición de perpendicularidad.
En la figura 7 se representa una posible orientación del eje óptico en la que se verifica
esta solución
Fig. 7.  Representación de una onda incidente, una onda refractada extraordinaria y una
orientación del eje óptico bajo la condición de sez = 0.
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En ella to es el ángulo de incidencia  y te el ángulo de refracción de la onda
extraordinaria cumpliendo
ne sin te = no sin to
donde el índice de refracción del medio es  ne al s r sez cero.
Para el caso particular de incidencia normal la dirección de propagación de la onda
ordinaria y de la onda extraordinaria es la misma.  Estas dos direcciones pueden expresarse
como
sox  : soy  : soz  =  
Dox 
è
ç
æ
ø
÷
ö1
nx
2 - 
1
n1
2 
K1    : . . .   sex  : sey  : sez  =  
Dex 
è
ç
æ
ø
÷
ö1
nx
2 - 
1
n2
2 
K2    : . . . (3.2.1.10)
Al ser, además,  el vector desplazamiento de cada una de las ondas perpendicular a su
dirección de propagación se puede hacer   
 
Do× se = 0    y  
  
 
De× so = 0 .
Si se desarrollan estos dos productos utilizando (3.2.1.10) y se restan ordenadamente se
obtiene
 
Do×  De = 0
concluyendo que ambos vectores son perpendiculares.
En el caso de medios biáxicos y bajo incidencia normal, como la dirección de
propagación es la misma para las dos ondas y el vector desplazamiento de cada una de ellas es
perpendicular a su dirección de propagación, haciendo la misma deducción que para el caso
uniáxico se concluye que los vectores desplazamiento de ambas ondas son perpendiculares.
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4.- REFLECTANCIAS. SUPERFICIES INDICATRICES
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En el capítulo anterior  se ha visto como cuando una onda incide desde un medio
isótropo sobre la superficie de separación con otro medio anisótropo parte se refleja y parte se
refracta, y se han obtenido las expresiones de las direcciones de propagación y de los vectores
desplazamiento de las ondas reflejada y refractadas.
Basándonos en estos resultados en este capítulo se va a analizar la reflexión, para el
caso de incidencia normal, con el objetivo de poder caracterizar los medios nisótropos
transparentes.
Se elegirá como propiedad medible experimentalmente a la energía incidente y reflejada
, a través del concepto de intensidad de una onda, energía media que atraviesa la unidad de área
normal a la dirección de propagación en la unidad de tiempo.
Dicha intensidad I, para un onda electromagnética que se propaga en un medio de
propiedades n, e  y  mo  y cuyo campo eléctrico viene dado por   
 
E = Eo e
i w  ( t - c
n r×s )
 , es
I  = 
1
2 
eo
mo
   n Eo2
4.1.- REFLECTANCIA EN MEDIOS ANISOTROPOS
Sea un frente de ondas plano que incide normalmente sobre la superficie de separación
de dos medios. Si  
 
Eo representa la amplitud del campo eléctrico de la onda incidente y  
 
Eo
,
 el
de la onda reflejada, se define la Reflectancia como el cociente entre la intensidad reflejada y la
incidente,  viniendo dada por la expresión
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R = 
Ir
 Io 
   = 
è
ç
ç
æ
ø
÷
÷
öE,o
 Eo 
 
2
Tomemos el medio incidente como isótropo y el otro anisótropo y , en el sistema de ejes
del medio, el plano XmYm como la superficie de separación de estos medios quedando definido
el eje Zm por la dirección de propagación de la onda incidente, 
 
so, al estar en el caso de
incidencia normal.  Como se ha demostrado en el apartado 3.1, las direcciones de propagación
de las ondas reflejada y refractadas son de la misma dirección que la incidente,  produciéndose
en general dos ondas refractadas cuyos vectores desplazamiento son perpendiculares entre sí y
a la dirección de propagación , es decir en el plano XmYm.  Sean  Xm e Ym las direcciones
correspondientes a los dos vectores desplazamientos, 
 
D1  y  D2.
Supongamos que la onda incidente está polarizada según la dirección Xm. Se producirá
una onda reflejada cuya dirección de propagación, 
 
so
,
, es según el eje Zm y cuyo vector
desplazamiento , 
 
Do
,
 , perpendicular a la dirección de propagación,  es paralelo al plano XmYm.
Llamemos f  al ángulo que forma con la dirección Xm el vector desplazamiento de la onda
reflejada, y por tanto el vector campo eléctrico al ser el medio donde se propaga isótropo.
Igualmente en el medio anisótropo se propagarán dos ondas cuyas direcciones de
propagación , 
 
s
1
 y  s
2 , están en la dirección Zm, con los vectores desplazamiento en las
direcciones antes comentadas ( direcciones Xm e Ym respectivamente ) y con los vectores
campo magnético formando un triedro trirrectángulo directo con sus respectivos vectores
desplazamiento y dirección de propagación . A su vez,  al ser el medio de propagación de estas
dos ondas anisótropo,  el vector campo eléctrico de cada una de ellas estará en un plano
perpendicular a su vector campo magnético ( planos XmZm e YmZm respectivamente ).
Llamemos  a1 y a2  a los ángulos que forman cada vector campo eléctrico con su
correspondiente vector desplazamiento.
Los vectores característicos de las ondas incidente, reflejada y refractada tendrán las
direcciones y sentidos dibujados en la figura 8.
Imponiendo las condiciones de contorno para los campos eléctrico y magnético en la
superficie de separación se obtiene:
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Fig. 8. Representación de las direcciones de propagación y los vectores campo eléctrico,
magnético y desplazamiento para las ondas incidente, reflejada y refractadas en un medio
anisótropo.
Eo + E'ox = Eo + E'ocos f = Eo1 cos a1   (4.1.1)
E'oy = E'o sin f = Eo2 cos a2   (4.1.2)
H'ox = Ho2 = - H'o sin f   (4.1.3)
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- Ho + H'oy = -Ho1 = -Ho + H'o cos f   (4.1.4)
donde utilizando las expresiones para la amplitud obtenidas de las ecuaciones de Maxwell,
(2.1.2),
Ho = 
eo
mo
  no Eo H'o = 
eo
mo
  no E'o
    (4.1.5)
Ho1 = 
eo
mo
  n1 Eo1 cos a1 Ho2 = 
eo
mo
  n2 Eo2 cos a2
las ecuaciones (4.1.3) y (4.1.4) se convierten en
n2 Eo2 cos a2 = - no E'o sin f   (4.1.6)
-n1 Eo1 cos a1 = -no Eo  + no E'o  cos f   (4.1.7)
Para que se cumplan las condiciones de contorno se tiene que  verificar que  sin f = 0  y
que  Eo2 = 0; se transmite, de este modo, una sola onda, aquella cuyo vector desplazamiento
tiene la misma dirección que el de la onda incidente.
Así (4.1.1) y (4.1.7) quedan
a) cuando   f = 0
Eo + E'o  = Eo1 cos a1   (4.1.8)
-n1 Eo1 cos a1 = -no Eo  + no E'o    (4.1.9)
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que combinadas resultan
E'o = - Eo 
 n1 - no 
 n1 + no 
 
b) cuando   f = p
Eo - E'o  = Eo1 cos a1 (4.1.10)
-n1 Eo1 cos a1 = -no Eo  - no E'o  (4.1.11)
que combinadas resultan
E'o = Eo 
 n1 - no 
 n1 + no 
 
De las dos posibilidades, teniendo en cuenta que  E'o y  Eo representan amplitudes,  si
n1 > no la solución correcta es la b), mientras que si  n1 < no  la correcta será la a). En ambas
situaciones la onda reflejada vuelve polarizada en la misma dirección de la incidente existiendo
un cambio de fase p respecto a la misma  cuando el medio reflector tiene un índice de
refracción n1 mayor que el del medio de incidencia, no. Trabajaremos en adelante con n1 > no.
De este modo, y en cualquiera de las posibles situaciones anteriores, una onda que llega
polarizada en la dirección Xm en incidencia normal tendrá una Reflectancia
Rx = R1 = è
ç
æ
ø
÷
ö n1 - no 
 n1 + no 
 
2
(4.1.12)
Si se realiza el mismo desarrollo para una onda en incidencia normal polarizada en la
dirección Ym se obtendrá un resultado similar para la Reflect ncia
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Ry = R2 = è
ç
æ
ø
÷
ö n2 - no 
 n2 + no 
 2 (4.1.13)
 A estas dos direcciones ( Xm e Ym ) se les llama líneas neutras de la superficie. Las
Reflectancias  R1  y  R2  reciben el nombre de Reflectancias Unirradiales y coinciden con la
Reflectancia que presenta una onda con una dirección de polarización paralela al vector  
 
D
1 o al
vector  
 
D2 .
Las direcciones de las lineas neutras vienen dadas por las direcciones de los vectores
desplazamiento  
 
D1 y 
 
D2 .  Para el caso de medios uniáxicos el vector  
 
D2 se corresponde con
la onda ordinaria y por tanto es perpendicular a la dirección de propagación y al eje óptico.
Respecto al vector  
 
D
1 al ser perpendicular a  
 
D
2 , como se demostró en el capítulo anterior,
tendrá como dirección la intersección del plano perpendicular a la dirección de propagación y el
plano formado por el eje óptico y la dirección de propagación.
Si la onda incidente está polarizada formando un ángulo a con la línea neutra 1, (figura
9), siempre se puede suponer que equivale a dos vibraciones según las líneas neutras las cuales
producen dos ondas reflejadas polarizadas según la dirección de cada una de las líneas.
De este modo y en esta situación  la Reflectancia vendrá dada por
Ra = 
 E'o2 
 Eo2 
  = 
 E'o12 + E'o22
 Eo2 
   = 
 R1 Eo12 + R2 Eo22
 Eo2 
   =
= R1 cos 2a + R2 sin2 a   (4.1.14)
En la figura 9 se ve que la onda reflejada no está polarizada en la dirección de
polarización de la onda incidente. El ángulo d entre las dos direcciones de polarización viene
dado por la expresión [10]:
tg d =  
(
R2
R1
 - 1)  tg a 
1+ 
R2
R1
 tg2a 
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Fig. 9. Vectores campo eléctrico en las direcciones de las líneas neutras para la onda incidente y
la onda reflejada .
4.2.- SUPERFICIES INDICATRICES DE REFLECTANCIA. 
CALCULO DE LA CORTEZA
Si bajo incidencia normal se ilumina una superficie pulida de un medio con luz
linealmente polarizada formando un ángulo a con una línea neutra 1 de la superficie, la
Reflectancia medida  , Ra , viene dada por (4.1.14 ).
Haciendo coincidir el origen de coordenadas con el punto de incidencia de la luz y el eje
polar con la línea neutra 1 , si variamos  a  de  0  a  2p  se pueden representar una serie de
puntos   ( a, Ra )  que forman una curva llamada Curva Indicatriz de Reflectancia de la
superficie en cuestión . A partir de las Curvas Indicatrices se intentó definir el comportamiento
de los materiales, suponiendo que todas las curvas de un medio formaban una superficie,
utilizando las llamadas Superficies Indicatrices de R flectancia [6].
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Hallimond [6] y Hevia [8] establecieron y desarrollaron la llamada Superficie Indicat iz
de Reflectancia ( S.I.R.) definida como: " un radio cualquiera de la Superficie Indicatriz
correspondiente a un determinado medio representa la Refl ctancia que presenta cualquier
sección pulida de la sustancia tallada paralelamente a dicho radio bajo incidencia perpendicular
con luz linealmente polarizada según la dirección de dicho radio".
Esta definición no es unívoca [10] . Como la única condición entre la dirección de
vibración y la de propagación es la ortogonalidad, habrá un número infinito de direcciones de
propagación compatibles con una dirección de vibración.  Por tanto, en lugar de obtener una
Reflectancia para cada dirección de vibración, se obtendrá una distribución de Reflectancias,
correspondientes a todas las direcciones de propagación posibles para una dirección de
vibración dada.
En la figura 10 se representan una posible dirección de propagación compatible con una
dirección de vibración dada. En la misma, y en el sistema de ejes principales XYZ,  
 
ur
  es el
vector unitario que representa una dirección de vibración, definida por los ángulos j' y q',  b1
un plano perpendicular a 
 
ur   y   
 
s el vector unitario que representa a una dirección de
propagación contenida en b1 . La dirección  
 
s  está caracterizada por los ángulos j  y  q .
Cualquier dirección de propagación que pertenezca a dicho plano puede tener como dirección
de vibración la de 
 
ur
 , presentándose una Reflectancia diferente para cada una de estas
direcciones de propagación.
Así , lo que para una dirección radial determinada en la S.I.R. ra un punto , ahora se
convierte en un intervalo continuo de Reflectancias . De este modo la superficie es realmente
un volumen huevo cuyo espesor, que llamaremos Corteza, va a depender de la dirección de
vibración.
 Este hecho supone que la utilización de la S.I.R. es un procedimiento con cierto grado
de incertidumbre. Para evaluar la magnitud de dicha incertidumbre se analizará, como ejemplo,
el caso particular de medios un áxicos transparentes [17, 18].
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Fig. 10. Posible dirección de propagación  
 
s  para una dirección de vibración 
 
ur .
Sea una dirección de vibración dado por 
 
ur  cuya expresión, según la figura 10, es
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ur = ux sin j'  cos q '  + uy sin j'  sin q '  + uz cos j'
El vector  
 
s  estará expresado por
 
s = ux sin j cos q + uy sin j  sin q + uz cos j
en donde j y q no son independientes, ya que la condición de ortogonalidad con 
 
ur , 
ur ×  us = 0 , determina la relación
tg j = - 
1
tg j'  cos(q' - q) (4.2.1)
Fijada la dirección de vibración por 
 
ur (q', j'), el intervalo de R flectancias que define la
Corteza se obtendrá a partir de las posibles direcciones de propagación dadas por  
 
s ( q, j ),
que cumplan (4.2.1).
 Consideremos una superficie pulida perpendicular a la dirección de propagación dada
por 
 
s ( j, q ), y que contiene a 
 
ur
 . A dicha superficie le corresponden dos direcciones de las
líneas neutras de vectores unitarios  
 
u1  y  u2
  
. Como ya se ha comentado la línea neutra 2 es
perpendicular a  
 
s y al eje óptico, es decir contenida en el plano ecuatorial del elipsoide de
índices, de semiejes nw y  ne,  y se corresponde con la onda ordinaria ( n2 = nw ).  La línea
neutra 1 es perpendicular a  
 
s  y contenida en el plano que definen la dirección de propagación 
s  y el eje óptico  y  se corresponde con la onda extraordinaria ( n1 ).  Ll memos  a al ángulo
que forma la línea neutra 1 con   
 
ur
 . La figura 11 representa la situación descrita,  siendo b el
plano que define la superficie pulida.
La línea neutra 1, dada por  
 
u
1 , tiene como expresión
 
u
1
 = - ux  cos j cos q - uy cos j sin q + uz sin j
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El ángulo que forma la línea neutra 1 con la dirección de vibración 
 
ur ,a, se puede hallar
a partir del producto escalar 
 
ur ×  u1, obteniéndose, al tener en cuenta la relación (4.2.1), la
siguiente expresión
- Pag. 51 -
 cos a = 
 
ur ×  u1 =  cos j' 
cos2j
sin j    + sin j cos j' = 
 cos j'
sin j    (4.2.2)
La dirección de vibración  dada por 
 
ur (q',j') puede tomar valores para q' y j' tales que
0  q'  2 p  y  0  j'  p. Sin embargo el análisis de la Corteza se puede simplificar a partir
de las simetrías que presenta por el hecho de estudiarla para el caso de medios uniáxicos
transparentes. Analicemos estas simetrías.
1º.- Respecto al plano XY.
Para una dirección de vibración,  
 
u
r1(  q1', j1' ) , el intervalo de R flectancias viene
dado por todas las posibles direcciones de propagación, 
 
s
1(q , j) , que resultan de variar  q
entre 0 y  2p  y  debiendo cumplir  j  la expresión (4.2.1). Sea   Rs1 ( q1 , j1 )  la Reflectancia
asociada a la dirección de vibración 
 
u
r1 o  una dirección de propagación 
 
s
1( q1 , j1 ).
Si se elige otra dirección de vibración simétrica a la anterior respecto al plano XY, 
u
r2( q2', j2' )  con  q2'= q1'  y  j2'= p - j1' , para cualquier Reflectancia Rs1 ( q1 , j1 ) de la
dirección de vibración 
 
u
r1  siempre es posible encontrar una dirección de propagación, 
s
2( q2 , j2 ) , compatible con la dirección de vibración 
 
u
r2( q2', j2' ) de modo que la
Reflectancia asociada a esta dirección de propagación , Rs2 ( q2 , j2 ) , sea igual a la anterior.
En efecto, tomando q2 = q1
cos (q1 - q1') = cos (q2 - q2')   y por tanto     tg j1  = - tg j2
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es decir  
 ì
í
î
  sin2 j
1
  =  sin2 j
2
  cos2 j
1
 =  cos2 j
2
que junto con   cos2 j1' = cos2 j2'   determinan que el índice de refracción extraordinario ( n1 )
y  el coseno al cuadrado del ángulo que forma la dirección de vibración con la linea neutra 1
, cos2a , son iguales para los dos valores de Reflectancia considerados . 
Teniendo en cuenta, a su vez,  que el índice de refracción ordinario  , n2 , es constante,
y  (4.1.14),  se verificará que  Rs1 ( q1 , j1 ) = Rs2 ( q2 , j2 ).
Es decir existe simetría respecto al plano XY, pudiendo limitar el estudio de la
distribución de R flectancias a :   
 ì
í
î
 0 Š q '  Š 2p
 0 Š j'  Š p/2
 ü
ý
þ
2º.- Respecto al eje Z.
Para dos direcciones de vibración con igual colatitud, 
 
u
r1( q1', j' )  y  
 
u
r2( q2', j' ),
elegida una dirección de propagación compatible con la dirección de vibración 
 
u
r1
 
,  
 
s
1(q1 , j1
), se puede tomar otra dirección de propagación compatible con  
 
ur2
 
,  
 
s2(q2 , j2),  de modo
que se cumpla
cos ( q1' - q1 ) = cos ( q2' - q2 ) y por tanto tg j1 =  tg  j2
con lo que, al igual que en el caso anterior, se cumplirá Rs1  ( q1 , j1 ) = Rs2  ( q2 , j2 ). 
Esta independencia de q' indica simetría de revolución respecto al eje óptico ( Z ),
situación esperada por la simetría del medio, y nos lleva a poder elegir un valor particular
cualquiera para q'. Tomaremos q' = p/2.
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Como conclusión de este estudio se pued  limitar el análisis de la Corteza para las
direcciones de vibración 
 
ur ( p/2, j' ), con  0  j'  p/2,  dependiendo únicamente, por tanto,
de la colatitud, j' ,de la dirección de vibración.
Pasamos a continuación a calcular a expresión que toma. Elegida una dirección de
vibración, 
 
ur ( p/2, j' ),  la Corteza, C,  es el intervalo de Reflectancias para las distintas
direcciones de propagación con dirección de vibración coincidente con 
 
ur , es decir
 C = Rmax - Rmin   (4.2.3)
donde Rmax  y  Rmin  son los valores extremas de la Reflectancia.
La variación de la Reflectancia en función de las posibles orientaciones de la dirección
de propagación ,j , a partir de (4.1.14) es
dRa
dj    =  ë
ê
é
û
ú
ùdR1
dn1
 
dn1
dj  cos
2a + 2( R1 - R2 ) cos a 
d( cos a )
dj     (4.2.4)
Teniendo en cuenta que de  (3.1.1.3) la variación de n1 viene dada por
dn1
dj    =  
n13 cos j sin j
 nw2 ne2 
  (ne2 - nw2) 
y que utilizando (4.1.12)  y  (4.1.13), con n2 = nw,  la diferencia R1 - R2  se puede poner como
R1 - R2 = 4no 
 (n1 - nw) (nwn1 - no2)
(n1 + no)2 (nw + no)2 
y la expresión (4.2.4),  donde se sustituye cos2a  por su expresión (4.2.2),  queda
dRa
dj    = ¡Error!   (4.2.5)
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Se puede comprobar que el término
 (ne2 - nw2) 
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw2
 - 
2 (nwn1 - no2)
(n1 + nw) (nw + no)2
 
es positivo siempre independientemente del medio. Así para el caso de medios uniáxicos
negativos se cumple que
(ne2 - nw2) <  0        (4.2.6)
y  que
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw2
 - 
2 (nwn1 - no2)
(n1 + nw) (nw + no)2
  < 0   (4.2.7)
En efecto, por tratarse de un medio negativo  ne - nw < 0 con lo que se cumple la
condición (4.2.6). La relación (4.2.7) se puede demostrar , teniendo en cuenta que  ( nw + n1 )
< 2nw  y que  ( nw - n1 ) > 0 , a partir del siguiente desarrollo:
n1 (n1 - no)
(n1 + no) nw2
  - 
2 (nwn1 - no2)
(n1 + nw) (nw + no)2
     <   
1
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw
 - 
 (nwn1 - no2)
 (nw + no)2
   =
=   
1
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw
 - 
 (n1 - no) (nw + no)
 (nw + no)2
 - 
 no (nw - n1)
 (nw + no)2
   <
<   
1
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw
 - 
 (n1 - no) 
 (nw + no)
   =    
(n1 - no)
nw2
  
ë
ê
é
û
ú
ùno (n1 - nw)
(n1 + no) (nw + no)
    < 0
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De la misma manera para medios uniáxicos postivos se tiene que
(ne2 - nw2) >  0        (4.2.8)
y  que
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw2
 - 
2 (nwn1 - no2)
(n1 + nw) (nw + no)2
  > 0   (4.2.9)
En efecto, teniendo en cuenta que ahora  ( nw + n1 ) > 2nw  y que  n1  > nw  :
n1 (n1 - no)
(n1 + no) nw2
  - 
2 (nwn1 - no2)
(n1 + nw) (nw + no)2
     >   
1
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw
 - 
 (nwn1 - no2)
 (nw + no)2
   =
=   
1
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw
 - 
 (n1 - no) (nw + no)
 (nw + no)2
 + 
 no (n1 - nw)
 (nw + no)2
   >
>   
1
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 (n1 - no)
(n1 + no) nw
 - 
 (n1 - no)
 (nw + no)
   =    
(n1 - no)
nw
  
ë
ê
é
û
ú
ùn1 
(n1 + no)nw
 - 
1 
(nw + no)
    =
=    ¡Error!
De este modo como salvo el término tg j de la expresión (4.2.5) el resto es siempre
positivo, independientemente de si el medio es positivo o negativo, el crecimiento o
decrecimiento de  Ra sólo dependerá del término  tg j .  Al ser el rango de variación de j
p/2 - j' j  p/2 + j'  se cumplirá:
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si
p
2  - j
'   j <  
p
2       tg j > 0 con lo que  
dRa
dj   > 0 y por tanto  Ra creciente
si
p
2    <  j   
p
2   + j
'    tg j < 0 con lo que  
dRa
dj   < 0 y por tanto  Ra decreciente
obteniendo como valor máximo el correspondiente a j = p/2. Teniendo en cuenta que por
(3.1.1.3)  n1(p/2) = ne   y   n2(p/2) = nw  y utilizando (4.2.2) y (4.1.14) la Reflectancia asociada
al valor de j correspondiente al máximo es
Rmax = Re cos2 j' + Rw sin2 j' (4.2.10)
El valor mínimo estará en alguno de los extremos dados por j = p/2 ± j'. Sin embargo
para ambos casos, y según (4.2.2),  al ser  cos a = 1  la Reflectancia asociada  es la misma  y
tiene por valor
Rmin = R1 = è
ç
æ
ø
÷
ön1 - no
n1 + no
 
2
(4.2.11)
con     
1
n12
   = 
sin2j'
nw2
   +  
cos2j'
ne2
   (4.2.12)
 Así la Corteza, para una dirección de vibración caracterizada por j' , viene dada por la
expresión
C(j') = Re cos2 j' + Rw sin2 j' - R1 (4.2.13)
Se puede observar que la Corteza se anula para un ángulo de vibración, j', con el eje
óptico de  0°  y  90° .
La figura 12 representa los valores máximos y mínimos de Reflectancia en función del
ángulo de la dirección de vibración con el eje óptico para la Calcit , mineral transparente  de
índices  de refracción nw = 1.658  ne = 1.486 .
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En este caso la Reflectancia máxima, correspondiente a la Reflect ncia definida en la
S.I.R.[8], varía desde un valor de  3.82  , en tantos por cien,  para una vibración paralela al eje
óptico hasta  un valor de 6.13  para una dirección perpendicular.
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 Se observa que la Corteza varía en función de j', siendo nula , tal y como habíamos
visto, para un ángulo de vibración con el eje óptico de  0°  y  90°  y máxima para un ángulo de
vibración de  46° . Este valor máximo de la Corteza supone un 2.53 % del valor de Reflectancia
máxima.
La Corteza supone el error absoluto cometido en la definición  de la S.I.R . Para ver el
orden de magnitud de dicho error se calcula, a continuación, la dirección de vibración para la
cual el error relativo ( C(j') / Rmax ) es máximo.
Los valores extremos del error relativo, en función de la dirección de vibración j' ,
vienen dados por la relación
d
dj'
 
ë
ê
é
û
ú
ù
 
C(j')
Rmax
    =  
d
dj'
 
ë
ê
é
û
ú
ù
 - 
Rmin
Rmax
    = 0
que es equivalente a
 
1
Rmin
 
dRmin
dj'
   -  
1
Rmax
 
dRmax
dj'
   = 0 (4.2.14)
donde, a partir de (4.2.10)  y  (4.2.11),
d Rmax
d j'
    =  - 2  sin j' cos j'  ( Re - Rw )
(4.2.15)
d Rmin
d j'
    =  4 sin j' cos j'  
non13 ( n1 - no ) ( nw2 - ne2) 
 ( n1 + no )3 ne2nw2
 
Sustituyendo las expresiones (4.2.15) y las correspondientes a la Refl c ancia máxima y
mínima en (4.2.14) y teniendo en cuenta la relación (4.2.12)
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cos2 j' = 
ne2 (nw2 - n12)
n12 (nw2 - ne2)
 
se obtiene la siguiente igualdad:
2 n12 sin j' cos j' (nw2 - ne2) F(n1) =  0 (4.2.16)
siendo
F(n1) = 
2 no n1
ne2nw2(n1 + no)(n1 - no)
   -   
Rw - Re
(Re - Rw)ne2(nw2 - n12) + Rwn12(nw2 - ne2)
        
(4.2.17)
Las soluciones de la expresión (4.2.16) vienen dadas por  j' = 0, j' = 90° y F(n1) = 0.
Como se ha dicho anteriormente las dos primeras representan el caso de Corteza nula, es decir mínimo de la
función. Pasamos a estudiar el máximo. La solución F(n1) = 0, utilizando la constante
a =  EC \F( no n2n2 (R - R) ; 2 \B\bc\[(R n2 - n2 R) )               
(4.2.18)
se transforma en la ecuación
n13  -  
a
no2
   n12  -  2 
a
no
   n1  +  a  = 0            (4.2.19)
que presenta una única solución real entre los valores de ne y  nw.
La figura 13  representa el error relativo máximo para materiales [19, 3] con nw
variando desde 1.4  hasta  2.4  siendo su birrefringencia, | nw - ne |, menor que 0.25, abarcando
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con estos valores la práctica totalidad de los minerales contemplados en la bibliografía. El
índice de refracción del medio incidente, no, se tomará como 1.
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A partir de esta representación se concluye que el error relativo máximo crece con la
birrefringencia  para un valor fijo de nw y  para una birrefringencia dada crece al disminuir los
valores de los índices del medio. Así los errores mayores serán para medios de índices bajos y
con alta birrefringencia. En estos casos los errores , del orden del 5% , empiezan a ser
apreciables.
La existencia de la Corteza parece aconsejar sustituir la S.I.R. por otra superficie cuya
definición sea totalmente unívoca. De este modo se define una nueva superficie utilizando luz
natural .
4.3.- SUPERFICIE    INDICATRIZ     DE     REFLECTANCIA  
NATURAL ( S.I.R.N.) .  SIMETRIAS.
Si en lugar de incidir sobre una superficie pulida de un medio anisótropo con luz
linealmente polarizada,  con su dirección de vibración formando un ángulo  a  co  la dirección
de la línea neutra 1,  se incide con luz natural, la Reflectancia que se mide es el valor medio de
todas las Reflectancias, Ra,  que pueden medirse variando el ángulo de vibración a entre cero y
2p.  Este valor es
R =  
1
2p õó
0
2p
 Ra da  =  
 R1 + R2
2       (4.3.1)
siendo  R1  y  R2  las Reflectancias Unirradiales, (4.1.12) y (4.1.13), correspondientes a dicha
superficie.
A la Reflectancia obtenida de este modo con luz natural e incidencia perpendicular se le
llama Reflectancia Natural de la sección y se designa por Rn.
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Basándose en ella Alfonso [10] definió la S.I.R.N. ( Superficie Indicatriz de Reflectancia
Natural ) como:   " un radio cualquiera de la S.I.R.N. correspondiente a un determinado medio
representa la Reflectancia Natural de la sección pulida tallada perpendicularmente a la dirección
de dicho radio e iluminada con luz natural en incidencia perpendicular".
Esta superficie está definida de forma precisa ya que para cada radio vector de la m sma
habrá una única superficie normal a él, con dos líneas neutras bien definidas y por tanto dos
valores de Reflectancias Unirradiales.  Nos basaremos en esta definición para posteriores
análisis.
Utilizando las expresiones de los índices de refracción n1  y   n2  dadas en (2.1.8) y
(2.1.9) se comprueba que hay simetría respecto a los tres planos coo denados en el sistema de
ejes principales tanto en medios uniáxicos como biáxicos transparentes. Esto indica, a su vez,
una simetría respecto a las Reflectancias R1  y  R2  y por tanto respecto a la Ref ectancia
Natural pudiendo , por tanto, limitar el estudio de la S.I.R.N. al primer octante en el sistema de
ejes principales.
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5.- CARACTERIZACION OPTICA DE MEDIOS
UNIAXICOS TRANSPARENTES
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Un mineral uniáxico transparente puede ser caracterizado ópticamente a través de sus
índices de refracción principales nw y ne.  Si se conoce la orientación con respecto al eje óptico
de al menos dos secciones pulidas de un material, la medida de las R flectancias Naturales de
dichas secciones nos permite obtener directamente los índices de refracción principales del
mismo. Sin embargo, normalmente, la orientación de la superficie a medir es difícil de
determinar. Por ello se recurre a otro método que consiste en la medida de las Refl ctancias
Naturales de superficies pulidas orientadas aleatoriamente. De este modo este capítulo se
centrará en la obtención de expresiones que permitan caracterizar los medios uniáxicos
transparentes a partir de los resultados experimentales obtenidos de las medidas de
Reflectancias Naturales de secciones de orientación desconocida.
Para empezar el estudio se analizará la distribución teórica de Reflectancias Naturales de
todas las posibles superficies y con ella sus parámetros estadísticos Media, Mediana, Moda,
Desviación Típica, Máximo y Mínimo. Estos parámetros se obtendrán por un lado de modo
teórico y por otro simulando la población. La concordancia entre los resultados obtenidos de
estas dos maneras servirá para comprobar la validez de la simulación.
En segundo lugar y teniendo en cuenta el método de medida se estudiarán las
distribuciones muestrales. El estudio de las distribuciones muestrales permitirá conocer bajo
que rango de R flectancias se puede obtener un determinado parámetro estadístico dentro de
un límite de confianza y para un tamaño determinado de la muestra. 
Por último y a partir de los datos anteriores se procederá a buscar relaciones entre los
parámetros estadísticos a partir de los cuales se puedan obtener los índices de refracción
principales .
5.1.- PARAMETROS ESTADISTICOS DE LA  S.I.R.N.
Tomando como eje óptico el eje Z  y teniendo en cuenta las simetrías , la S.I.R.N. será
una superficie de revolución en torno al eje óptico, pudiendo fijar, por simetría,  el estudio de la
misma a un octante.
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Como se ha comentado en el apartado  2.1  un medio transparente se caracteriza por
presentar, cuando una onda se propaga en él,  dos índices de refracción, n1 y n2, que depe den
de la dirección de propagación. En el caso de que el medio sea uniáxic el índice n2 es una
constante de valor nw, mientras que n1 varía con el ángulo j, ángulo que determina la dirección
de propagación con el eje óptico, según:
dn1
dj    =  
n13 sin 2j
 2 nw2 ne2 
  (ne2 - nw2) 
Esta expresión se anula para j = 0 (n1 = nw)  y  j = p/2 (n1 = ne),  es positiva y por
tanto n1  creciente con  j en el caso de medios uniáxicos positivos ( ne > nw )  y  negativa  y
por  tanto  n1  decreciente en los medios negativos ( ne < nw ) . En ambos casos n1 varía entre
los valores de los índices de refracción principales  nw y  ne .
A partir de la definición de Reflectancia Natural, sección 4.3, y de las expresiones de las
Reflectancias Unirradiales, (4.1.12 - 13 ), si se eligen medios refl ctantes cuyos índices de
refracción principales sean mayores que el índice de refracción del medio incidente la variación
de la Reflectancia Natural Rn con el índice n1
d Rn
d n1
   = 
(n1 - no) 2no
(n1 + no)
3     (5.1.1)
es siempre mayor que cero, con lo cual Rn será creciente con n1.  Así,  como además  n1 puede
variar entre ne y  nw dependiendo del valor que tome el ángulo j , se cumple que los valores
que puede tomar  la Reflectancia Natural, Rn oscilarán entre
Rn = Rw = è
ç
æ
ø
÷
ö nw - no 
 nw + no 
 
2
para n1 = nw  ( j = 0 )
y
Rn = 
1
2 è
ç
æ
ø
÷
ö
 
è
ç
æ
ø
÷
ö nw - no 
 nw + no 
2
+ 
è
ç
æ
ø
÷
ö ne - no 
 ne + no 
2
  =   
1
2  ( Rw +Re )          para n1 = ne    ( j = p/2 ). 
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donde Rw  y  Re  son las Reflectancias Principales ordinaria y extraordinaria respectivamente.
El análisis de los medios uniáxicos se dividirá en dos partes, primero los medios
uniáxicos negativos y posteriormente los positivos, empezando por calcular la función de
distribución y la función de densidad.
A.- Medios uniáxicos negativos transparentes
Para los medios uniáxicos negativos [10] el valor de la Reflectancia Natural , Rn ,
depende únicamente, como se acaba de ver, de j decreci ndo conforme aumenta este .
Entonces, representando la S.I.R.N. en el sistema de ejes principales y tomando una
superficie esférica centrada en su origen y de radio  Rw  ( el valor mayor de  R flectancia
Natural en estos medios), se tiene la  figura 14,  donde con trazo discontinuo se ha
representado la S.I.R.N. y con trazo continuo la superficie esférica . Rn  representa la
Reflectancia Natural de una sección cualquiera cuya normal forma un ángulo j con el eje
óptico.
La probabilidad de tener una sección con una Reflectancia Natural mayor o igual que
Rn, caracterizada por el ángulo  j ,  es lo mismo que la probabilidad de que el ángulo que esta
forma con el eje óptico sea menor o igual que j,  es decir que esté dentro de la superficie
cónica de vértice O y ángulo de abertura j.
Si se prolonga el cono de ángulo  j  s bre la superficie esférica se obtiene el casquete
S1 ( zona sombreada de la figura 14). De este modo, cualquier valor de la Reflectancia Natural
que sea mayor que Rn , si se prolonga el radio vector correspondiente a esa Reflectancia
Natural, intersecará con la superficie S1  mientras que el resto de valores de R flectancia
Natural lo harán con el resto de la superficie esférica.
Así la probabilidad de obtener un valor de la Reflect ncia Natural mayor o igual a Rn
coincide con la probabilidad de que un radio de la esfera elegido al azar corte en un punto a la
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superficie S1  . Dicha probabilidad es el cociente entre la superficie   S1  y la superficie   St de
la esfera en ese octante. Como  S1  es la cuarta parte de un casquete esférico se tiene
Fig. 14. S.I.R.N. y superficie esférica de radio Rw en el sistema de ejes principales para un
medio uniáxico transparente negativo.
 S1 = 
1
4   2 p Rw ( Rw  - Rw cosj )
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 St  =  
1
2  p R
2
w 
Entonces la probabilidad que una Reflectancia sea mayor o igual a  Rn   es    1 - cos j  y
por tanto la probabilidad de que sea menor o igual es   cos j. Esta última probabilidad es por
definición la llamada función de distribución de la población de Reflectancias Naturales F( Rn )
F( Rn ) = cos j   (5.1.2)
Derivando esta función se obtiene la función densidad de probabilidad f( Rn  ), la cual se
puede expresar en función del  índice de refracción  n1  según
f( Rn  ) =  
dF( Rn )
dRn
   =  
dF( Rn )
dn1
  Ê 
dn1
dRn
   
Teniendo en cuenta que, por (3.1.1.3), se cumple
dn1
dF( Rn )
    =   
dn1
d(cosj)   =  
nw ne (nw2 - ne2) cos j
(nw2 - (nw2 - ne2) cos2j)3/2
      (5.1.3)
y que la variación de la Reflectancia Natural, en función del índice de refracción n1 viene dada
por  (5.1.1) se obtiene la siguiente expresión para la función de densidad
f ( Rn ) =
¡Error!
            
B.- Medios uniáxicos positivos transparentes
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Para los medios uniáxicos positivos [10] el valor de la Reflectancia Natural , Rn ,
depende, al igual que para los negativos, únicamente de j   y  crec conforme lo hace este
ángulo .
Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de medios negativos en la figura 15 se
representa la S.I.R.N. ( trazo discontinuo ) y una superficie esférica centrada en su origen y de
radio  1/2 ( Re+ Rw ), ( máximo valor de Reflectancia Natural en estos medios). Rn  representa
la Reflectancia Natural de una sección cuya normal forma un ángulo j co el eje óptico.
De modo similar al caso anterior, se obtiene para la función de distribución la siguiente
expresión
F ( Rn )   =  1 - cos j        (5.1.5)
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Fig. 15. S.I.R.N. y superficie esférica de radio 1/2( Rw + Re ) en el sistema de ejes principales
para un medio uniáxico transparente positivo
y una función densidad
Conocidas las expresiones de las funciones de distribución, (5.1.2)  y (5.1.5), y de las
funciones de densidad, (5.1.4) y (5.1.6), pasamos a continuación a calcular los parámetros
estadísticos correspondientes, es decir el Máximo, Mínimo, la Moda, Mediana, Media y
Desviación Típica de la distribución de Reflectancias Naturales.
1º.-MAXIMOS Y MINIMOS
Se ha visto que la Reflectancia Natural disminuye en el caso de uniáxicos negativos al
aumentar j y aumenta en el caso de positivos al aumentar j,  así sin más que sustituir
j por los valores de   0  y  p/2 en el índice n1 , (3.1.1.3),   y a su vez estos dos valores de n1 en
la expresión de la Reflectancia Natural Rn, (4.3.1), se obtiene la tabla 1.
Reflectancia Natural uniáxico positivo uniáxico negativo
Máximo ( Rn max )  1/2 ( Rw + Re ) Rw
Mínimo ( Rn min ) Rw 1/2 ( Rw + Re)
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) j
j
ee
e
cos2
cos
22
001
2
3
22223
01
nnnnnnn
nnnnn
Rf
ww
ww
n
--
--+
=
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tabla 1
2º.-MODA
La Moda es el valor de la Reflectancia Natural  que hace máxima la función densidad. A
partir de la expresión de la función densidad,  (5.1.4) y  (5.1.6), se tiene que el valor máximo se
obtendrá cuando el denominador sea cero, en cuyo caso la función tendrá un valor infinito. El
denominador se hace cero cuando  j = p / 2 con lo cual,  al ser  n1 ( p/2 ) = ne  la Moda
tendrá la siguiente expresión:
Moda ( Rn moda ) =   
1
2 
îï
í
ïì
þï
ý
ïü
 
(nw - no)
2
(nw + no)
2 + 
(ne - no)
2
(ne + no)
2   =  
1
2  ( Rw + Re)   (5.1.7) 
Como se puede comprobar este valor coincide con el Máximo en el caso de medios
uniáxicos positivos y con el Mínimo en el caso de medios negativos.
3º.-MEDIANA
La Mediana de un conjunto de valores ordenados en magnitud es el valor central. Para
calcularla se busca el valor de la Reflectancia Natural, tal que la función de distribución tome el
valor de  0.5.
Tanto para medios uniáxicos positivos como para negativos el ángulo  j  que cumple
esta condición , por (5.1.2) y (5.1.5),  es  tal que  cos j = 0.5,  es decir  j = 60°.
De este modo , a partir de (3.1.1.3) , la Mediana tomará el valor de
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Mediana = 
1
2 
îï
í
ïì
þï
ý
ïü
 
(nw - no)
2
(nw + no)
2 + 
(n1 - no)
2
(n1 + no)
2    (5.1.8)
con  n1  tal que
n12  = 
4 ne2 nw2
ne2 + 3 nw2
     (5.1.9)
4º.-MEDIA
La Reflectancia Natural Media se obtiene a partir de la función densidad a través de la
expresión
 
Rn  =  
d
Rnmin
f
Rnmax
ò
(
(5.1.10)
 Integral cuya solución ,[20], es para medios negativos
 
Rn  =  
1
2 
(nw - no)
2
(nw + no)
2   + 
 
1
2  
 
- 2 
 
nw ne
 (ne + no) nw
2 - ne
2
 
 
 Ê
Ê 
ë
ê
ê
é
2 
ne + no
 no
 arctg 
nw - ne
 nw + ne
 + 2 
ne
no
  
2no
2 - ne
2
ne
2 - no
2     Ê
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Ê 
ûú
úù
1
ne - no
 ne + no
 arctg 
(ne - no)(nw - ne)
(ne + no)(nw + ne)
  - 
ne (nw - ne)(nw + ne)
(ne - no)(nw + no)
   
(5.1.11)
y para positivos :
 
Rn  =  
1
2 
(nw - no)
2
(nw + no)
2   + 
 
1
2  
 
- 2 
 
nw ne
 no ne
2 - nw
2
  
 
Ê Ln 
ne
2 - nw
2 + ne
 nw 
  +
+ 
2 nw ne
2
(nw + no)(ne
2 - no
2)
    +   2 
 
nw ne
2 (ne
2 - 2no
2)
 no ne
2 - nw
2(ne
2 - no
2)3/2
 
 
Ê
  Ê Ln 
(ne
2 - nw
2) (ne
2 - no
2) + ne
2 + nwno
 ne (nw + no) 
  (5.1.12)
5º.-VARIANZA. DESVIACION TIPICA
La varianza es el valor medio de los cuadrados de las desviaciones respecto a la Media
s2  =  ò -
Rnmax
Rnmin
nnn dRRfR )()(
2 (5.1.13)
expresión [20] que para medios uniáxicos negativos queda
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s2  = Rw 
 
Rn  -  Rw2/4 - 
 
Rn2  + 
 
Rn /2  -   Rw/4  - 
 
nw ne
2
 no nw
2 - ne
2
 
 
Ê 
1
ne
  ( p/2 - arc sin 
ne
nw
 )  - I
donde  I  =  no nw
2 - ne
2  
39no
6 + 60no
5nw - 16no
4ne
2 + 25no
4nw
2 - 6no
3ne
2nw +  
 ( nw + no )
3 3( ne
2 - no
2 )3  
+ 7no
2ne
4 + 2no
2ne
2nw
2 + 3nw
2ne
4 + 6none
4nw
( nw + no )
3 3( ne
2 - no
2 )3    +
+ 
ne
6 - 4no
2ne
4 - ne
2no
4 - 6no
6
 ne
2 - no
2  ( ne
2 - no
2 )3
  Ê 
ëê
êé
ûú
úùp/2 - arc sin 
nw no + ne
2 
 ne ( no + nw) 
 
(5.1.14)
mientras que para positivos
s2  = Rw 
 
Rn  -  Rw2/4 - 
 
Rn2  + 
 
Rn   -   Rw/2  - 1/4 +
 + 
 
4 no
2 nw ne
2
 ( no + nw ) (ne
2 - no
2) 
 
 
Ê 
ë
ê
ê
é
 
1
 3( no + nw )
2 - 
5no
 6( no + nw )
  (ne
2 - no
2) 
 +  
 
 + 
û
ú
ú
ù4ne
2+ 11no
2
 6( ne
2 - no
2 )2   -  2  
ne
2 no
3 nw(3ne
2+ 2no
2)
 ne
2 - nw
2 (ne
2 - no
2)3 ne
2 - no
2
   Ê
Ê Ln 
ne
2 + no
 nw + ne
2 - no
2 ne
2 - nw
2
 ne (nw + no)
   
  (5.1.15)
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La desviación típica , s ,es la raíz cuadrada de la vari nza.
5.2.- DISTRIBUCIONES MUESTRALES. REFLECTANCIAS
PRINCIPALES
En el apartado anterior se han obtenido las expresiones de los parámetros estadísticos de
la población de R flectancias Naturales para medios uniáxicos transparentes , las cuales son
función exclusivamente de los índices de refracción principales del medio reflector ( ne  y  nw )
y del índice de refracción del medio incidente ( no ), y pueden servir, por tanto, para
caracterizar ópticamente un medio uniáx co transparente.
Como ya se ha comentado, se va a disponer en cada material de superficies pulidas
orientadas al azar en las que se medirá la Reflect ncia Natural. Con estos valores de
Reflectancias se obtendrán el Máximo, el Mínimo, la Media, la Mediana, la Moda y la
Desviación Típica para cada muestra y a partir de ellos se estimarán los parámetros estadísticos
de la población.
Estos parámetros estadísticos de la población estarán contenidos dentro de un
determinado rango de Reflectancias determinado por el tamaño de la muestra y por el nivel de
confianza que se elija. Analizaremos estos rangos de Reflectancias.
Previamente al proceso experimental se simularán las medidas en un or enador debido a
que con este método se puede disponer del número de muestras que se desee así como del
número de secciones pulidas utilizadas para cada muestra.
Antes de entrar a analizar las distribuciones muestrales se comprobará la validez de la
simulación estimando la población mediante muestras de tamaño muy grande para distintos
minerales, calculando para cada muestra sus parámetros estadísticos Máximo, Mínimo, Media,
Mediana, Moda y Desviación Típica y comparando estos valores con los obtenidos de modo
teórico en el apartado anterior para la población.
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La utilización de la simulación de medidas de muestras pulidas orientadas al azar
requiere definir previamente a su utilización unos conceptos básicos.
5.2.1.- DIRECCIONES AL AZAR. SIMULACION DE LOS PARAMETROS
ESTADISTICOS DE LA POBLACION.
El proceso de medida exige que las secciones tengan una orientación al azar. Esto
significa que se deberán generar direcciones aleatorias igualmente probables.
Si suponemos una esfera alrededor de los ejes co rd nados [8], el que una dirección,
que parte del origen, sea al azar supone que la probabilidad de que el vector correspondiente a
dicha dirección incida sobre un elemento cualquiera de la superficie sea siempre la misma.
En la figura 16 se representa un radiovector  
 
r , caracterizado por j y q, y un elemento
diferencial de superficie ( zona rayada ) sobre el que incide. La expresión de  ds  es:
ds = r dj ( r sin j) dq = r2 sin j dj dq
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Fig. 16. Representación de un elemento diferencial de superficie  ds
Entonces la probabilidad de que una dirección elegida arbitraria corresponda a un
elemento  ds  es :
dP =  r2 sin j dj dq / r2 4 p
Si elegimos j  y q al azar la probabilidad no será la misma en todas direcciones, ya que
está el factor   sin j  . De este modo para elegir aleatoriamente una dirección la solución es
elegir en primer lugar un valor aleatorio de j, y posteriormente un valor aleatorio u de modo
que el ángulo q quede definido como  q = u / sin j .  Así:
dP =  r2 sin j dj  du  / r2 4 p  sin j  =  dj du /  4 p
De esta manera la probabilidad sólo depende de  u  y  j  y si ambos son igualmente
probables, la probabilidad de elegir una dirección cualquiera será siempre la misma.
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En el análisis anterior queda implícito que para obtener direcciones al azar es nec ario
generar en primer lugar dos valores al azar ( u y j ), es decir se necesita un generador de
números aleatorios. Analicemos el que hemos utilizado en nuestros cálculos.
Para generar números aleatorios vamos a utilizar el programa "Think-P scal  de
Microsoft, en un Macintosh  SE/30 en el cual mediante la sentencia Random generamos
números de 0 a 1 con seis cifras decimales. 
Para comprobar la validez del mismo se utiliza la prueba del  CHI-cua rado ( c2 ). Se
trata de calcular cuantas veces se repite cada número, del cero al nueve, en cada una de las seis
primeras cifras de los números aleatorios elegidos y comparar las discrepancias entre las
frecuencias observadas y las esperadas.
Los resultados se muestran en la tabla 2,  que resulta de generar 200000 úmeros
aleatorios y en la que cada celda ( i, j ) significa cual es el número de veces que se repite el
número j en el decimal i.
    
i
   
j
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 c2
1 2007320127199621992320029200702004020329196541979315.35
2 2007819830200331996720153200361970520003203111988412.95
3 20008200701999519883198221999920139201031996920012 4.07
4 199282007720090200262014320054200121997719694199996.878
5 199312006720087200682000020020200732011619849197895.397
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6 201161998320009201791974919851199342005720091200317.396
tabla 2
A partir de estos valores se puede concluir, comparando los resultados con la tabl  de
percentiles [19n] , que podemos aceptar la validez del generador de números aleatorios al nivel
de significación del 0.05 , al ser c2
0.95
= 16.9 y los valores obtenidos siempre menores que éste.
Conocido el método para generar direcciones aleatorias se simulan las medidas de
distintos materiales uniáxicos con 20000 direcciones, obteniendo para cada uno el Máximo, el
Mínimo, la Media, la Mediana, la Moda y la Desviación Típica. Los resultados obtenidos de
modo teórico y simulado son los siguientes:
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ne nw max. sm max.
Teó
min. sm min.teó med.smmed.teómedna.smedna.teómod.sm
1.4 1.6 5.32 5.32 4.05 4.05 4.43 4.43 4.31 4.31 4.05
1.4 1.8 8.16 8.16 5.47 5.47 6.19 6.19 5.92 5.92 5.47
1.4 2.0 11.11 11.11 6.94 6.94 7.97 7.98 7.53 7.55 6.94
1.4 2.2 14.06 14.06 8.42 8.42 9.74 9.76 9.13 9.14 8.42
1.4 2.4 16.95 16.95 9.87 9.87 11.45 11.45 10.68 10.68 9.87
1.6 1.4 4.05 4.05 2.78 2.78 3.57 3.58 3.66 3.66 4.05
1.6 1.8 8.16 8.16 6.74 6.74 7.18 7.18 7.05 7.05 6.74
1.6 2.0 11.11 11.11 8.22 8.22 9.04 9.05 8.77 8.76 8.22
1.6 2.2 14.06 14.06 9.69 9.69 10.86 10.86 10.41 10.42 9.69
1.6 2.4 16.95 16.95 11.14 11.14 12.62 12.62 12.01 12.01 11.14
1.8 1.4 5.47 5.47 2.78 2.78 4.39 4.39 4.53 4.53 5.47
1.8 1.6 6.74 6.74 5.32 5.32 6.23 6.23 6.33 6.33 6.74
1.8 2.0 11.11 11.11 9.64 9.64 10.09 10.09 9.96 9.96 9.64
1.8 2.2 14.06 14.06 11.11 11.11 11.98 11.98 11.69 11.69 11.11
1.8 2.4 16.95 16.95 12.56 12.56 13.78 13.78 13.35 13.35 12.56
2.0 1.4 6.94 6.94 2.78 2.78 5.19 5.19 5.34 5.34 6.94
2.0 1.6 8.22 8.22 5.32 5.32 7.11 7.11 7.28 7.28 8.22
2.0 1.8 9.64 9.64 8.16 8.16 9.11 9.11 9.22 9.22 9.64
2.0 2.2 14.06 14.06 12.59 12.59 13.05 13.05 12.92 12.92 12.59
2.0 2.4 16.95 16.95 14.03 14.03 14.91 14.91 14.63 14.63 14.03
2.2 1.4 8.42 8.42 2.78 2.78 5.93 5.93 6.05 6.06 8.42
2.2 1.6 6.69 6.69 5.32 5.32 7.93 7.93 8.14 8.14 9.69
2.2 1.8 11.11 11.11 8.16 8.16 10.01 10.01 10.19 10.19 11.11
2.2 2.0 12.59 12.59 11.11 11.11 12.06 12.07 12.17 12.18 12.59
2.2 2.4 16.95 16.95 15.51 15.51 15.97 15.97 15.84 15.84 15.51
2.4 1.4 9.87 9.87 2.78 2.78 6.64 6.64 6.75 6.74 9.87
2.4 1.6 11.14 11.14 5.32 5.32 8.71 8.70 8.94 8.94 11.14
2.4 1.8 12.56 12.56 8.16 8.16 10.84 10.84 11.09 11.08 12.56
2.4 2.0 14.03 14.03 11.11 11.11 12.96 12.96 13.17 13.16 14.03
2.4 2.2 15.51 15.51 14.06 14.06 15.01 15.00 15.12 15.11 15.51
tabla 3
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Al nivel de precisión que nos proporciona las medidas en el laboratorio la coincidencia
entre los valores simulados y los valores teóricos de la tabla 3 nos permite afirmar que el
método de simulación es correcto, siendo suficientes 20000 direcciones para representar el
comportamiento de la población de un material.
5.2.2.- ESTIMACION DE LOS PARAMETROS ESTADISTICOS
Aunque las expresiones de los parámetros estadísticos calculadas en el apartado 5.1 son
exactas, están calculadas para la población de Reflectancias Naturales. Sin embargo la
obtención de los mismos está limitada por el tamaño de la muestra a medir. De este modo su
validez, o utilidad, a la hora de servir para calcular los índices de refracción dependerá de la
exactitud con que se puedan conocer dichos parámetros estadísticos.
Como ya se ha comentado cada uno de los parámetros estadísticos anteriores se
obtendrá dentro de un intervalo de Reflectancias que, para un nivel de confianza determinado,
dependerá del tamaño de la muestra.
Teniendo en cuenta que con las técnicas microscópicas actuales es posible la obtención
de Reflectancias con una precisión mínima a nivel de un error relativo de una centésima, en lo
que sigue calcularemos el tamaño de la muestra necesario para obtener, con una probabilidad
del 95% , incertidumbres en Reflectancias del mismo orden en las determinaciones del Máximo,
del Mínimo,de  la Media, de la Mediana , de la Moda y de la Desviación Típica de la
Reflectancia Natural.
Como valores posibles de materiales a estudiar se toman aquellos ,  [19 y 7],  en los que
los índices , para medios uniáxicos transparentes, varían desde  1.4  hasta  2.4  siendo la
anisotropía , &ne - nw& , menor que 0.25.
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5.2.2.1.-   ANALISIS DE MAXIMOS Y MINIMOS
Se procede ahora a calcular el rango de Reflectancias para los parámetros estadísticos
Máximo y  Mínimo [20] .
Para el caso de Máximo en uniáxicos negativos , como estos valores se obtienen para
j = 0,  la probabilidad de que en la población , al medir un valor de Reflectancia,  éste se
encuentre entre    Rn max - R n  y  Rn max  es
P  =   õô
ó
Rn max - Rn
Rn max
 
  
f(Rn) dRn   = õ
ôó
 j
0
 
  
-sinj dj      
1
2 ( j) 
2  (5.2.2.1.1)
donde j es la colatitud correspondiente a  Rn m x- R n . La probabilidad de que no esté
dentro del rango considerado será  1 -   
1
2 ( j ) 
2.
Similarmente, para el caso de Mínimo en uniáxicos positivos , como estos valores
también se obtienen para  j = 0,  la probabilidad de que, en la población , al medir un valor de
Reflectancia éste se encuentre entre     Rn min  y  Rn min + R n   es
P  =   õô
ó
Rn min
Rn min + Rn
 
  
f(Rn) dRn   = õ
ôó
0
 j
 
  
sinj dj      
1
2 ( j) 
2  (5.2.2.1.2)
donde j es la colatitud correspondiente a  Rn min + R n . La probabilidad de que no esté
dentro del rango considerado será  1 -   
1
2 ( j ) 
2.
En ambos casos, Máximo en uniáxicos negativos y Mínimo en positivos, si en lugar de
la población tenemos una muestra de tamaño N, la probabilidad de que ningún valor medido
esté dentro del rango determinado es ( 1 -   
1
2 ( j )
2 )N.  Por tanto tener una probabilidad del
95% de que al menos uno de los N valores esté dentro del rango significa tener una
probabilidad del  5% de que no esté, con lo cual se cumplirá
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( 1 -   
1
2 ( j ) 
2 )N = 0.05  (5.2.2.1.3)
Para el caso de Mínimo en uniáxicos negativos , como estos valores se obtienen para
j = p/2,  la ecuación  (5.2.2.1.1)  se transforma en
P  =   õô
ó
Rn min
Rn min + Rn
  
 
 f(Rn) dRn   = õ
ôó
p/2 
p/2 -  j
  
 
 -sinj dj       j   (5.2.2.1.4)
mientras que para el Máximo en uniáxicos positivos la ecuación (5.2.2.1.2) se transforma en
P  =   õô
ó
Rn max - Rn
Rn max
  
  
f(Rn) dRn   = õ
ôó
p/2 -  j 
p/2
 
  
sinj dj       j   (5.2.2.1.5)
Del mismo modo a como se hacía en los dos casos anteriores, ahora para el caso de
Mínimo en uniáxicos negativos y Máximo en positivos, la probabilidad al  95%  de que en una
muestra de tamaño N, al menos un valor esté dentro del rango considerado es
( 1 -  j  )N = 0.05  (5.2.2.1.6)
Con estas expresiones, (5.2.2.1.3) y (5.2.2.1.6), para un N dado podemos obtener el
valor de  j  y,  a partir de él , el valor del rango de Reflectancias Naturales, Rn , con que se
puede obtener el Máximo o el Mínimo de la Refl ctancia Natural con una probabilidad del 95%
, sin más que hacer:
Mínimo en uniáxicos positivos o Máximo en negativos: Rn =& Rn (  j ) - Rn ( 0 )&
Mínimo en uniáxicos negativos o Máximo en positivos: Rn =&Rn (p/2 -  j) - Rn
(p/2)&
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Es evidente que este rango de Reflectancias dependerá del material que estemos
estudiando, al depender de los índices de refracción principales. De este modo si se intenta dar
un rango de Reflectancias que cubra todos los casos se ha de elegir un material que se
corresponda con el caso más desfavorable, es decir aquel cuyos Rn s an mayores.
Para obtener  este caso, dentro del conjunto de índices que estamos estudiando  [19 y 7]
, se analiza la variación del ángulo j respecto a la Reflectancia, Rn  , ¡Error!
 j      
dj
dRn
   R n  =  ¡Error!
En la figura 17  se puede observar como varía ¡Error!con la anisotropía, & nw - ne&.
En ella se representa ¡Error!en función de nw para distintos valores de ne constante y para
medios positivos y negativos. Las representaciones se realizan para  ángulos  j consta te. Se
eligen como valores de los ángulos dos próximos a 0° y 90°, 5° y 85°, al estar estos ángulos en
el  j  correspondiente a los valores del Máximo y del Mínimo en medios uniáxicos negativos y
del Mínimo y del Máximo en positivos respectivamente. Se puede observar en la gráfica que
¡Error!decrece conforme crece la anisotropía.
De este modo para un  j dado, valor que a su vez proporciona el número de medidas,
conforme aumenta la anisotropía   Rn también lo hace por lo cual se eligen grandes
anisotropías como caso desfavorable.
Además para un mismo valor de incremento de R flectancia Natural , Rn  , el error
relativo 
è
ç
æ
ø
÷
öR n
Rn
   ,será tanto mayor cuanto menores sean los valores de Ref ectancia Natural,
los cuales se corresponden con valores de índices pequeños; se eligen, por tanto,  como caso
desfavorable índices pequeños con gran anisotropía.
Se toma como material de referencia el que tiene como índices de refracción nw = 1.45 ,
ne =1.7   para medios positivos y   nw = 1.7 ,  ne =1.45 para medios negativos.
Tomando muestras de tamaño 100 se obtienen los siguientes resultados para los
intervalos de R flectancia, donde esta está expresada en tanto por cien , ( tabla 4 ):
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Má
ximo                        Mínimo
R n R n
Rn
 
R n R n
Rn
 
uniáxico positivo 2 Ê10-3 3.9 Ê10-4    7.2 Ê10-2 2.1 Ê10-2
uniáxico
negativo
1.3 Ê10-1 1.9 Ê10-2 1.2 Ê10-2 2.4 Ê10-3
tabla 4
En la tabla 4 se observa que tanto para el Máximo en medios negativos como para el
Mínimo en medios positivos los errores relativos son del orden del 2%.
Para mejorarlos elegimos 200 como tamaño muestral, obteniendo los siguientes
intervalos de R flectancias
Má
ximo                        Mínimo
R n R n
Rn
 
R n R n
Rn
 
uniáxico positivo 5 Ê10-4 9.9 Ê10-5    3.6 Ê10-2 1 Ê10-2
uniáxico
negativo
6.6 Ê10-2 9.8 Ê10-3 2.9 Ê10-4 5.7 Ê10-5
tabla 5
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 donde ahora los errores mayores son del orden del 1%.
Las figuras 18 y 19 representan la distribución muestral de Máximos y Mínimos para
1000 muestras de tamaño 200 obtenidas por simulación y para los casos particulares:
ne = 1.45    nw= 1.7
nw= 1.45  ne = 1.7
En dichas distribuciones entre la línea discontínua y el valor máximo, para las
distribuciones de Máximos, y entre la línea discontínua y el valor mínimo, para las
distribuciones de Mínimo se representan los intervalos en los que están contenidos en 95% de
los casos. Los resultados son los siguientes:
Má
ximo                        Mínimo
R n R n
Rn
 
R n R n
Rn
 
uniáxico positivo 5 Ê10-4 9.9 Ê10-5    3.4 Ê10-2 1 Ê10-2
uniáxico
negativo
6.3 Ê10-2 9.4 Ê10-3 2.7 Ê10-4 5.3 Ê10-5
tabla 6
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 Si se compara esta tabla, cuyos valores han sido obtenidos mediante simulación, con los
valores de la tabla 5 se puede ver la gran semejanza que hay entre ambos, lo cual vuelve a ser
un argumento para validar el proceso de simulación.
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5.2.2.2.- ANALISIS MEDIA, MEDIANA , DESVIACION Y MODA
Los errores en la estima al 95% de confianza para una muestra de tamaño N en la Media
y en la  Desviación Típica  [21] vienen dados por
Media: & R n media & = 1.96Ês/ N  (5.2.2.2.1)
Desviación Típica: & ss & = 1.96Ê 
m4 - m22
4 N m2
     (5.2.2.2.2)
donde m4 y m2 son los momentos de orden 4 y orden 2 respectivamente y s la desviación típica
de la población.
Por tanto la bondad en los resultados en la Media va a depender del valor de la
Desviación Típica. Si se tiene en cuenta  que el valor de la Desviación Típica,  como se puede
ver en la tabla 3,  crece fundamentalmente con la anisotropía de los materiales, se tomará
también como caso representativo el correspondiente a los índices 1.45  y  1.7  obteniéndose el
siguiente rango de errores para muestras de tamaño 100
                      Media                      Desviación
R n R n
Rn
 
 ss  ss
s  
uniáxico positivo 1.02 Ê10-1 2.3Ê10-2     5.8 Ê10-2 1.1Ê10-1
uniáxico
negativo
9.3 Ê10-2 1.7Ê10-2 4.7 Ê10-2 9.8Ê10-2
tabla 7
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Estos rangos suponen en la Desviación Típica errores relativos hasta del 11%.
Procedemos, entonces, como en el apartado anterior a analizar los intervalos que resultan para
el tamaño muestral 200 obteniendo los resultados de la tabla 8
                      Media                      Desviación
R n R n
Rn
 
 ss  ss
s  
uniáxico positivo 7.2 Ê10-2 1.6Ê10-2      3.4 Ê10-2 6.5Ê10-2
uniáxico
negativo
6.6 Ê10-2 1.2Ê10-2   4 Ê10-2 8.4Ê10-2
tabla 8
donde los rangos son apreciablemente mejores.
Las figuras 20 y 21  son la representación de las distribuciones muestrales de Media y
Desviación Típica  para 1000 muestras de tamaño 200 obtenidas por simulación y para los
casos  ne = 1.45    nw = 1.7  y   nw = 1.45  ne = 1.7.   Los intervalos que se obtienen al 95% de
confianza, y que están representados entre las líneas de trazo discontínuo son los siguientes:
                      Media                      Desviación
R n R n
Rn
 
 ss  ss
s  
uniáxico positivo 7.3 Ê10-2 1.6Ê10-2      3.3 Ê10-2 6.3Ê10-2
uniáxico
negativo
6.9 Ê10-2 1.2Ê10-2   4.2 Ê10-2 8.8Ê10-2
tabla 9
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En ellas se puede ver, al igual que para el Máximo y el Mínimo, que los resultados
obtenidos de modo teórico concuerdan con los obtenidos por simulación.
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Considerando aceptables los resultados obtenidos para tamaños muestrales de 200
elegiremos este valor de aquí en adelante.
Elegido el tamaño de la muestra, y comprobado que la simulación proporciona
resultados acordes con los teóricos, para analizar el rango de R flectancias tanto en la Moda ,
donde no tenemos una expresión teórica, como en la Mediana, donde al no seguir la población
una distribución normal tampoco disponemos de una expresión teórica, se procede a obtener
por simulación las distribuciones mu strales de 1000 muestras de tamaño 200 para los casos ne
= 1.45    nw = 1.7  y   nw = 1.45  ne = 1.7, a partir de las cuales se obtendrán los rangos de
Reflectancias a un nivel de confianza del 95%.   Las figuras 22 y 23 son dichas distribuciones
muestrales, obteniendo a partir de ellas los siguientes resultados:
                      Moda Mediana
R n R n
Rn
 
R n R n
Rn
 
uniáxico positivo 6.6 Ê10-4 1.3Ê10-4      1.4 Ê10-1 3Ê10-2
uniáxico negativo 3.3 Ê10-4 6.5Ê10-5   9.8 Ê10-2 1.8Ê10-2
tabla 10
Los resultados anteriores se pueden resumir en las siguientes tablas:
R n max R n min R n med R n median R n moda  ss
positivo 5 Ê10-4 3.6 Ê10-2 7.3Ê10-2   1.4 Ê10-1 6.6 Ê10-4  3.3 Ê10-2
negativo 6.6Ê10-2 2.9 Ê10-4 6.9 Ê10-2  9.8 Ê10-2 3.3 Ê10-4 4.2Ê10-2
tabla 11
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R n max
Rn max
 
R n min
Rn min
 
R n med
Rn med
 
R n median
Rn median
 
R n moda
Rn moda
 
 ss
s  
positivo 9.9 Ê10-5 1 Ê10-2 1.6 Ê10-2   3 Ê10-2 1.3 Ê10-4  6.3 Ê10-2
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negativo 9.4 Ê10-3 5.3 Ê10-5 1.2 Ê10-2  1.8 Ê10-2 6.5 Ê10-4  8.8 Ê10-2
tabla 12
Los resultados reflejados en las tablas 11 y 12 indican que para un tamaño de muestra de
200 el valor de la incertidumbre estadística es de un orden aceptable en el caso más
desfavorable, medio de índices bajos y alta anisotropía.
Sin embargo a la hora de obtener las constantes ópticas de un material concreto el
resultado se verá afectado de una incertidumbre, menor o igual a la anterior, que dependerá de
dichas constantes siendo, por tanto, necesario calcularla para cada caso.
5.2.3.-DIAGRAMAS DE REFLECTANCIA
A partir de las expresiones de los parámetros estadísticos se pueden representar las
curvas de Reflectancia Natural constante [22] correspondientes a  la Reflectancia Natural
Máxima, figura 24,  a la Mínima, figura 25, a la Media, figura 26, a la Mediana, figura 27,  y a
la Desviación Típica, figura 28, las cuales a su vez pueden servir como método gráfico para
conocer los índices de refracción principales de un medio uniáxico transparente.
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La figura 29 es una representación de las curvas de valor constante de los
diferentes parámetros estadísticos. En general este diagrama servirá para la determinación de
las características de un medio uniáxico transparente a partir del valor de los parámetros
estadísticos de una muestra, de modo similar a como se explicará a continuación con las parejas
Reflectancias Máxima y Mínima o Media y Desviación Típica.
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la tabla 12, se pueden utilizar las curvas
anteriores para, a partir de los parámetros estadísticos, conocer los índices de refracción de un
medio uniáxico, así como la máxima incertidumbre en su determinación.
Para ello son necesarios por lo menos tres parámetros estadísticos, ya que las
características a determinar son los dos índices de refracción y si el medio es positivo o
negativo. Como se expresa en el apartado 5.1.B.2  la Moda es un parámetro que determina si el
medio es positivo o negativo, según coincida con el Máximo o con el Mínimo. De  este modo
conocido su valor  sólo serán necesarios dos parámetros.
Tomando como criterio tanto la precisión en la obtención de los parámetros estadísticos,
tabla 12, como el hecho de la ortogonalidad entre las curvas de Reflectancia constante
representadas anteriormente se eligen como parámetros a representar el Máximo-Mínimo y la
Media- Desviación Típica.
Como ejemplo de este método gráfico se simula una muestra de tamaño 200 para un
material  cuyos índices de refracción principales son  ne = 1.45 y nw = 1.7, obteniendo los
siguientes valores de los parámetros estadísticos:
Máximo = 6.719 Mínimo = 5.048 Media = 5.561
Mediana = 5.361 Moda = 5.048Desviación Típica = 0.469
de los cuales se puede ver que el material es negativo al coincidir la Moda con el Mínimo.
Si a estos valores se les añade los intervalos obtenidos en el apartado anterior y se
representan gráficamente las curvas de Reflectancia constante correspondientes a éstos, se
obtienen las figuras 30 y 31.
- Pag. 104 -
- Pag. 105 -
- Pag. 106 -
Los resultados btenidos de ellas son los siguientes:
curvas Máximo-Mínimo  1.445  ne  1.450
1.700  nw  1.704
curvas Media-Desviación Típica   1.432   ne  1.475
1.687   nw  1.712
donde, como se esperaba, los valores obtenidos con las curvas de Máximo y Mínimo son
apreciablemente mejores.
5.2.4.-EXPRESIONES DE LA REFLECTANCIA NATURAL
Además del método gráfico descrito en el apartado anterior, los índices de refracción
principales pueden ser obtenidos mediante expresiones que dependen de los distintos
parámetros estadísticos.
Debido a que el trabajo se extenderá a medios biáxicos, medio en los que los tres índices
de refracción principales son diferentes, y en un intento de unificar notación,  se tomará como
criterio para expresar los índices de refracción asociados a una dirección de propagación el
indicado en el apartado 3.1.1(1º)  según el cual en cualquier medio habrá tres índices de
refracción principales que cumplan, por convenio, nx  n y  n z , cumpliéndose para medios
uniáxicos positivos que   nx = y = nw  y   nz = ne  mientras que para medios uniáxicos
negativos  nx = ne   y   ny = nz = nw  . Del mismo modo en lugar de dos R flectancias principales
habrá tres Reflectancias Principales que cumplan Rx  R y  z .
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Con esta notación las expresiones del Máximo, del Mínimo y de la Moda obtenidas en el
apartado 5.1.1. se pueden poner de la siguiente manera:
Reflectancia Natural uniáxico positivo uniáxico negativo
Máximo ( Rn max )  1/2 ( Ry + Rz ) Ry
Mínimo ( Rn min ) Ry 1/2 ( Ry + Rx)
Moda ( Rn mod ) 1/2 ( Ry + Rz ) 1/2 ( Ry + Rx)
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tabla 13
cumpliéndose para medios un áxicos positivos:
Rx = Ry =  Mínimo + Máximo - Moda  = Moda - Máximo + Mínimo = Rw
Rz =  Moda + Máximo - Mínimo = Re
mientras que para medios un áxicos negativos:
Rx =   Mínimo - Máximo + Moda = Re
Ry = Rz =  Mínimo + Máximo - Moda = Moda - Mínimo + Máximo  = Rw
Estas expresiones se pueden agrupar de manera que sean válidas tanto para medios
positivos como para negativos en las siguientes:
Rx = Moda + Mínimo - Máximo (5.2.4.1)
Ry = Mínimo + Máximo - Moda (5.2.4.2)
Rz = Moda + Máximo - Mínimo (5.2.4.3)
Utilizando los valores de la tabla 12 se ve que para el caso de medios positivos se puede
despreciar la incertidumbre del Máximo y de la Moda frente a la del Mínimo mientras que para
el caso negativo se puede despreciar la incertidumbre en la Moda y en el Mínimo frente a la del
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Máximo. Así se tiene que para un material uniáx co transparente hay un probabilidad del 95 %
de obtener sus Reflectancias Principales, para muestras de tamaño 200 y utilizando las
expresiones anteriores, dentro de los siguientes rangos
uniáxico positivo uniáxico negativo
R w     3.6 Ê10-2  6.6 Ê10-2
R e 3.6 Ê10-2 6.6 Ê10-2
tabla 14
Como ya se ha visto en el método gráfico siempre es posible utilizar tres parámetros
estadísticos para obtener las Reflectancias Principales. Sin embargo y debido a que las
expresiones de la Reflectancia Natural Media, Mediana y Desviación Típica son muy complejas
sólo se obtendrán expresiones analíticas exactas con el Máximo, el Mínimo y la Moda. Por ello
para utilizar cualquier otro parámetro distinto a estos tres últimos deberemos recurrir a
métodos de regresión.
A modo de ejemplo, utilizando los valores exactos que se obtienen para la Media, la
Mediana y la Desviación Típica del conjunto de materiales cuyos índices resultan de variar
desde 1.400  a  2.400  con un incremento de  0.005  en 0.005 siendo la anisotropía máxima
0.25, se obtienen las siguientes expresiones mediante regresión lineal y con la aplicación
estadística  SPSS.
Rx = -3.282 Media + 4.279 Mediana - 3.102 Desviación + 0.0061 (5.2.4.4)
Ry =  9.054 Media - 8.052 Mediana - 0.212 Desviación + 0.0051(5.2.4.5)
Rz = -2.744 Media + 3.741 Mediana + 3.592 Desviación + 0.0060(5.2.4.6)
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Los coeficientes de correlación al cuadrado de estas tres últimas expresiones son
r2 = 0.9999, lo cual nos indica que la relación lineal entre las variables es prácticamente
perfecta.
A partir del error típico obtenido en cada estimación mediante regr s ó  lineal se
obtienen los intervalos en los que se encuentran las Reflectancias para un 95%. Estos son:
R x  = 0.034
R y  = 0.024
R z  = 0.029
Evidentemente, a estos errores habrá que sumar aquellos que se cometen en la
estimación de la Media, la Mediana y la Desviación Típica para muestras de tamaño 200. Para
ello se debe tener en cuenta que cuando una magnitud se obtiene como suma de otras, las
cuales siguen una distribución normal, la desviación típica ( proporcional a la incertidumbre) es
la raíz cuadrada de la suma de las varianzas de cada una de éstas. Así utilizando los resultados
de la tabla 12 y teniendo en cuenta , como se ha comprobado en las figuras 20, 21 y 22, que
tanto la Media como la Mediana como la Desviación Típica siguen distribuciones
aproximadamente normales se obtiene para medios uniáxicos positivos
R x = 0.034 +  (3.282 Media) 2 + (4.279 Mediana)2 + (3.102 Desviación)2   = 0.85
R y = 0.024 +  (9.054 Media) 2 + (8.052 Mediana)2 + (0.212 Desviación)2   = 1.33
R z = 0.029 +  (2.744 Media) 2 + (3.741 Mediana)2 + (3.592 Desviación)2   = 0.60
mientras que para negativos
R x = 0.53
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R y = 1.03
R z = 0.44
A partir del desarrollo que acabamos de hacer se puede concluir que los parámetros más
adecuados a la hora de obtener las Reflectancias Principales, y con ellas los índices de
refracción principales,  son la Moda, el Máximo y el Mínimo de la Reflectancia Natural debido
a que son los parámetros que se pueden obtener con un error relativo menor, y a que con ellos
se tiene una expresión analítica exacta de las Reflectancias Principales.
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6.- CARACTERIZACION OPTICA DE MEDIOS
BIAXICOS TRANSPARENTES
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En el capítulo anterior se han obtenido expresiones para calcular las Reflectanci
Principales, y por tanto los índices de refracción principales, de un mineral uniáxico
transparente a partir del conocimiento de los parámetros estadísticos Máximo, Mínimo y Moda
de la Reflectancia Natural de una muestra de tamaño 200. Las Reflectancias obtenidas de esta
manera están contenidas, al nivel de confianza del 95%, dentro de un intervalo de Reflectanci s
del orden de 10-2 para valores de las mismas expresados en tantos por cien . Se ha constatado
la validez de la simulación por la concordancia de los valores obtenidos de esta manera con los
valores teóricos.
 Los medios biáxicos tienen como particularidad que los tres índices de refracción
principales son diferentes, siendo (2.1.8) y (2.1.9) las expresiones que cumplen los índices de
refracción que presenta el medio para una dirección de propagación. Los medios biáxic  han
sido caracterizados obteniendo sus Reflectancias Principales a partir de la Reflectancia
Estadística Media Teórica y las Reflectancias Máxima y Mínima Estadísticas Teóricas [9].
Estos parámetros se obtienen a partir de la Superficie Indicatriz. En la definición de la
Superficie Indicatriz se despreciaba la Corteza lo cual, en determinados casos,  no es correcto
tal y como se vio en el apartado 4.2.
Teniendo en cuenta que los medios uniáxicos transparentes se pueden considerar como
un caso particular de los medios biáxicos transparentes y que los resultados obtenidos en el
capítulo anterior permiten caracterizar un medio iáxico transparente con bastante exactitud,
seguiremos en este capítulo una línea de trabajo similar a la realizada en el capítulo anterior con
el objetivo de caracterizar estos medios utilizando el concepto de Reflectancia Natural.
Así, se empezará por calcular la función de densidad y con ella los parámetros
estadísticos de la población. A continuación se procederá a estudiar la estimación de dichos
parámetros para una muestra de tamaño determinado.
Estudiados los parámetros estadísticos de la distribución muestral se obtendrán
relaciones entre estos para obtener las Reflectancias Principales.
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En los casos en que resulte imposible la obtención de expresiones analíticas tanto para la
función densidad como para los diversos parámetros estadísticos de ella derivados, teniendo en
cuenta, como se ha visto, que la simulación por ordenador proporciona resultados fiables, el
tratamiento se hará en base a resultados obtenidos mediante simulación.
Para realizar el proceso de simulación consideraremos los medios biáxicos [19 y 7 ]  con
índices de refracción principales entre  1.400  y  2.000  siendo la anisotropía máxima (ny - nx  ó
nz - ny )  0.04.   Se simulan  12000 materiales biáxicos variando los índices de refracción de
0.005 en 0.005  entre los valores reseñados anteriormente obteniendo para cada uno de ellos
los parámetros estadísticos Máximo, Mínimo, Media, Mediana, Moda y Desviación Típica de la
Reflectancia Natural.  Para cada medio se analizarán 20000 direcciones aleatorias, con lo cual,
utilizando el resultado obtenido en medios uniáxicos sobre la simulación de la población,
podemos afirmar que estamos representado la población . A pesar de la limitación en el rango
de  índices utilizado, se  comprobará que las expresiones que se obtienen son también válidas
para medios biáxicos con valores de índices y rangos de ani otropía mayores a los que
presentan la mayoría de los minerales reales.
6.1.- FUNCION DENSIDAD
Para calcular la función densidad se procedería de modo similar al caso uniáxico.
Obtenida la expresión de las curvas de Reflectancia Natural constante la función de distribución
es la probabilidad de obtener una Reflectancia Natural menor o igual a una dada mientras que la
función densidad es la derivada de la anterior.
En la figura 32 se representa un octante de una Superficie Ind catriz de Reflectancia, una
superficie esférica envolvente de radio el valor máximo de la Superficie Indicatriz y dos curvas
de Reflectancia Natural constante, una mayor al valor de la Reflectancia Natural en el eje Y y
otra menor.
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Fig. 32. Representación de un octa te de la S.I.R.N.para un medio biáxico transparente,  dos
curvas de Reflectancia Natural constante y un octante de una superficie esférica de radio la
Reflectancia Natural Máxima
Con objeto de utilizar el mismo método que para el caso de medios uniáxicos
transparentes, la Reflectancia Natural en los medios biáxicos deberá ser creciente con j.  Para
demostrarlo basta con comprobarlo para las curvas de colatitud constante  q = 0  y  q = p/2. El
hecho de que se cumpla el crecimiento para estas dos y de que pueda existir alguna otra curva
en la que no se cumpla llevaría a que al representar curvas de Reflectancia Natural constante
puedan existir algunas que se crucen lo cual nos dará, en estos puntos de cruce, valores de
Reflectancia Natural indeterminado.
Para q = 0 las expresiones (2.1.10), (2.1.11) y (2.1.12) se transforman en:
A  =  
1
ny2
    B  =  
cos2j
nx2
   +  
sin2j
nz2
  - A  C = 0
y, por tanto,  las que cumplen los índices n1 y n2, (2.1.8 ) y (2.1.9),  se transforman en:
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1
n12
   =  
cos2j
nx2
   +  
sin2j
nz2
   
1
n22
   =  
1
ny2
    
verificándose que:
dn1
dj    =  
n13 sin 2j
 2   ( 
1
nx2
  -  
1
nz2
 ) 
derivada que es siempre mayor que cero, al ser  nx < nz y  0  j  2 p , siendo, por tanto,  n1
creciente con j. La variación  de la Reflectancia Natural Rn con el índice n1 , al ser n2
constante,
d Rn
d n1
   = 
(n1 - no) 2no
(n1 + no)
3     
es siempre mayor que cero, con lo cual Rn será creciente con n1,  y por tanto creciente con j.
Del mismo modo, para el caso de q =p/2 se cumple:
A  =  
1
nx2
   B  =  
cos2j
ny2
   +  
sin2j
nz2
  - A C = 0
y
1
n12
   =  
cos2j
ny2
   +  
sin2j
nz2
   
1
n22
   =  
1
nx2
    
con lo que:
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dn1
dj    =  
n13 sin 2j
 2   ( 
1
ny2
  -  
1
nz2
 ) 
siendo n1 creciente con j , al ser ny < nz , Rn creciente con n1 y por tanto Rn  creciente con j.
Una vez visto que la S.I.R.N. es creciente con j seguiremos el método utilizado en los
medios uniáxicos. Utilizando la representación de la figura 32, la proyección de una curva de
Reflectancia Natural constante, Rn, sobre la superficie esférica dividirá a ésta en dos zonas, una
de las cuales se corresponde con el conjunto de valores j y q pa a los que la Reflectancia
Natural es menor que Rn. El cociente entre esta superficie y la superficie total del octante es la
función de distribución. Para calcularla, en primer lugar se ha de conocer la expresión de la
curvas de Reflectancia Natural constante, Rn = cte. , la cual relaciona los ángulos j  y  q  de
modo que     j = f(q)  y  q = g(j).
Con estos valores, el área sobre la superficie esférica correspondiente a los valores de
Reflectancia Natural menor a una Reflectancia Natural, constante vendrá dada por las
expresiones
Rn > Rny Area =
 ( )ò
/2
0
p
qd
Rn < Rny Area =
 ( )ò
/2)(=
0
pq
q
gmax
d
+
 ( )ò
/2p
q
q
max
d
donde r representa el radio de la superficie esférica.
Este método para el caso de medios uniáxicos ha resultado relativamente sencillo. Sin
embargo, ahora,  la complejidad de las expresiones que cumplen los índices n1 y n2 , (2.1.8) y
(2.19), y por tanto la complejidad de la expresión que toma la Reflectanci Natural, hace
impracticable el método anterior. Por ello, en el tratamiento de estos medios se recurrirá a
métodos aproximados comprobando la validez de las aproximaciones con los casos que se han
obtenido por simulación.
La figura 33 presenta la S.I.R.N. para medios uniáxicos en los que se puede ver que en
el sistema de ejes principales los semiejes de dicha representación son la Reflect ncia Natural
Máxima en el eje X, la Moda en el eje Y y la Mínima en el eje Z.  Las expresiones del Máximo,
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del Mínimo y de la Moda vienen dadas en la tabla 15, como valores de la Reflectancia Natural
en los ejes.
Fig. 33. Primer octante de la S.I.R.N. para medios uniáxicos transparentes
Para el caso de medios biáxicos los semiejes de la Superficie Indicatriz de Reflectancia
Natural siguen cumpliendo las mismas expresiones que las dadas en la tabla 15. Además, es
claro que el valor del semieje X coincide también con el valor Máximo y el del eje Z con el
Mínimo . Respecto al valor del eje Y no se puede teóricamente, por ahora, al desconocer la
función densidad, afirmar que coincida, como en el caso de los medios uniáxicos transparentes,
con la Moda.
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       tabla 15
Sin embargo, utilizando la simulación, se comprueba que la concordancia entre la
Reflectancia Natural en el eje Y y la Moda de la población es perfecta. En la tabla 15 se
presenta un barrido de índices con los valores obtenidos a partir de la tabla 15 y los obtenidos
por simulación para el Máximo, el Mínimo y la Moda.
Conocidos los semiejes y la forma de la S.I.R.N., figura 32,  se ha estudiado la bondad
del ajuste de esta superficie a un elipsoide de los mismos semiejes, es decir   Rn max , Rn moda
y Rn min     .
Para ello, se han analizado medios que incluyen a todos los rangos de índices [19 y 7 ].
En cada caso y para todas las direcciones posibles se han comparado los valores de la
Reflectancia Natural reales y los que se obtienen suponiendo que la S.I.R.N. es un elipsoide,
&Rn - Rn elip&, obteniendo como resultado que las mayores diferencias entre las dos
superficies se producen para índices bajos y altas anisotropías, siendo por tanto el caso más
desfavorable el correspondiente a nx = 1.40, ny = 1.44 y nz = 1.48.
El valor máximo que se encuentra en este caso supone un error relativo de un 0.36%  en
Reflectancia Natural y corresponde a una dirección dada por j = 47° y q = 0°. Al ser este error
imperceptible en las medidas experimentales se puede dar como buena la aproximación. De
todas formas a la hora de calcular los distintos parámetros estadísticos se volverá a comprobar
la exactitud de la aproximación.
Reflectancia Natural
eje X  
Ry + Rz
2  
eje Y   
Rx + Rz
2     
eje Z  
Rx + Ry
2    
- Pag. 121 -
nx ny nz Máximo
población
eje X Mínimo
población
eje Z Moda
población
eje Y
1.40 1.42 1.44 3.13 3.13 2.89 2.89 3.01 3.01
1.40 1.42 1.46 3.25 3.25 2.89 2.89 3.13 3.13
1.40 1.44 1.46 3.37 3.37 3.01 3.01 3.14 3.14
1.40 1.44 1.48 3.50 3.50 3.01 3.01 3.26 3.26
1.50 1.52 1.54 4.39 4.39 4.13 4.13 4.26 4.26
1.50 1.52 1.56 4.52 4.52 4.13 4.13 4.39 4.39
1.50 1.54 1.56 4.65 4.65 4.26 4.26 4.39 4.39
1.50 1.54 1.58 4.79 4.79 4.26 4.26 4.53 4.53
1.60 1.62 1.64 5.74 5.74 5.46 5.46 5.60 5.60
1.60 1.62 1.66 5.88 5.88 5.46 5.46 5.74 5.74
1.60 1.64 1.66 6.02 6.02 5.60 5.60 5.74 5.74
1.60 1.64 1.68 6.16 6.16 5.60 5.60 5.88 5.88
1.70 1.72 1.74 7.15 7.15 6.86 6.86 7.00 7.00
1.70 1.72 1.76 7.29 7.29 6.86 6.86 7.15 7.15
1.70 1.74 1.76 7.44 7.44 7.01 7.01 7.15 7.15
1.70 1.74 1.78 7.58 7.58 7.01 7.01 7.29 7.29
1.80 1.82 1.84 8.60 8.60 8.31 8.31 8.46 8.46
1.80 1.82 1.86 8.75 8.75 8.31 8.31 8.60 8.60
1.80 1.84 1.86 8.89 8.89 8.46 8.46 8.60 8.60
1.80 1.84 1.88 9.04 9.04 8.46 8.46 8.75 8.75
1.90 1.92 1.94 10.07 10.07 9.78 9.78 9.93 9.93
1.90 1.92 1.96 10.22 10.22 9.78 9.78 10.08 10.08
1.90 1.94 1.96 10.37 10.37 9.93 9.93 10.08 10.08
1.90 1.94 1.98 10.52 10.52 9.93 9.93 10.22 10.22
tabla 16
Tomando como S.I.R.N. un elipsoide, es posible calcular la función de densidad y con
ella los parámetros estadísticos Media, Mediana, Moda y Desviación Típica.
La S.I.R.N. seguirá la siguiente ecuación:
Rnx 2
Rn max2
   +  
Rny 2
Rn moda2
   +  
Rnz 2
Rn min2
   = 1   (6.1.1)
donde
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Rnx = Rn sin j  cos q
Rny = Rn sin j  sin q
Rnz = Rn cos j
y Rn la Reflectancia Natural
Así ( 6.1.1 ) queda de la siguiente manera
 
sin2j cos2q
Rn max2
  +  
sin2j sin2q
Rn moda2
   +   
cos2j 
Rn min2
   =   
1
Rn2
    (6.1.2)
pudiéndose reducir a
     (6.1.3)
donde
A2 = 
1
Rn moda2
   - 
1
Rn max2
   
B2 = 
1
Rn min2
   -  
1
Rn moda2
   
C2 = 
1
Rn min2
   - 
1
Rn2
  
De este modo la relación que deben cumplir los ángulos  q  y    para una Reflectancia,
Rn , constante viene dada por
( ) 22222 cos CBAsin =+qj
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f()= arc sin  EC \B\bc\((\F(C2; (B2 + cos2 A2 ))) 1/2  
(6.1.4)
En el trazado de las curvas de Reflectancia Natural constante habrá que distinguir los
siguientes casos:
a) Rn < Rn moda . En este caso las curvas se extenderán desde  = 0, ya que dicha curva
barre los valores desde Rn max  hasta Rn min,  hasta   = /2, donde los valores van
desde         Rn moda  hasta  Rn min . A cada valor de  le corresponderá un valor de 
dado por  (6.1.4). Así los rangos son los siguientes:
q : 0 ------->  p/2
  (6.1.5)
b) Rn > Rn moda .En este caso las curvas se extenderán desde q = 0, ya que dicha curva barre
los valores desde Rn max  hasta Rn min,  hasta el valor de q que se corresponda con el valor
de la Reflectancia Natural en el plano XY, plano en el que la Reflectancia Natural oscila
entre Rn max  hasta Rn moda , y en el cual  j = p/2.  Así , utilizando la expresión (6.1.4), los
rangos son los siguientes:
  (6.1.6)
2
1
2
22
1
22
2
: ÷÷
ø
ö
çç
è
æ
®÷÷
ø
ö
çç
è
æ
+ B
C
arcsin
AB
C
arcsinj
2
1
2
22
cos0: ÷÷
ø
ö
çç
è
æ -
®
A
BC
arq
2
:
2
1
22
2 p
j ®÷÷
ø
ö
çç
è
æ
+ AB
C
arcsin
- Pag. 124 -
El caso correspondiente a Rn = n moda es un caso que se puede englobar en cualquiera
de los dos anteriores, siendo la variación de ángulos:
q : 0 ------->  p/2
  (6.1.7)
La figura 34 representa la Superficie Ind atriz de Reflectancia Natural para medios
biáxicos . En ella se muestra, con trazo continuo, una superficie esférica de radio el valor de la
Reflectancia Máxima ( Rn max ), con trazo discontinuo la S.I.R.N. y tres curvas de Reflectancia
constante correspondientes a los casos a, b y al caso de  Rn = Rn moda.  La región punteada
representa una superficie sobre el ctante esférico limitada por la intersección con la superficie
esférica de la prolongación de los valores de Reflectancia correspondientes a la curva
Rn < Rn moda , y por los planos ZY y XY.
Teniendo en cuenta la variación de los ángulos j y q que se acaba de ver, el estudio de
la función densidad se dividirá en dos partes, para  Rn < Rn moda  y   para  Rn > Rn moda.
A) Rn < Rn moda
Elegido un valor de Reflectancia  Rn cualquiera que cumpla  Rn  R n moda , para
calcular la función de distribución se utiliza el hecho de que todos aquellos valores de
Reflectancia cuyo radiovector prolongado esté dentro de la superficie punteada serán valores
de Reflectancia menor que el valor dado Rn. P r ello la probabilidad de obtener una
Reflectancia menor a una dada, es decir la función de distribución, viene dada por el cociente
entre el área sombreada y el área total del octante esférico.
El área total, al ser un octante, es  p Rn max2 / 2. El área punteada, teniendo en cuenta
que un elemento diferencial de superficie tiene por valor   dS =  Rn max2 dq sin j  dj    , es
2:
2
1
22
2
pj ®÷÷
ø
ö
çç
è
æ
+ AB
C
arcsin
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Fig. 34. Representación de un octa te de una superficie esférica de radio Rn m x  ,de un
octante de la S.I.R.N. y de tres curvas de Refl ctancia Natural constante para un medio
biáxico.
Area = õô
ó
0
p/2
 
  
dq õô
ó
0
f(q)
 
  
Rn max2 dj sinj  = õ
ô
ó
0
p/2
 
  
dq Rn max2 ( ) 1 - cos f(q)    =
=  
p Rn max2
2    -  õ
ô
ó
0
p/2
dq Rn max2  è
ç
æ
ø
÷
ö
 1 -  
C2
 B2 + cos2q A2 
1/2  
y la función de distribución
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F( Rn ) =  1  -  
2
p õ
ô
ó
0
p/2
dq  
è
ç
æ
ø
÷
ö
 1 - 
C2
 B2 + A2 cos2q 
1/2    (6.1.8)
a partir de la cual la función densidad es
f( Rn ) =   
d F( Rn )
d Rn
   =  - 
2
p õ
ô
ó
0
p/2
dq 
d
 dRn
 
è
ç
æ
ø
÷
ö
 1 - 
C2
 B2 + A2 cos2q 
1/2    =
=  
2
p Rn3
 
õ
ô
ó
0
p/2
dq
 (B2 + A2 cos2q )1/2 (B2 - C2+ A2 cos2q )1/2      (6.1.9)
Esta última integral se puede transform r [23] mediante el cambio  tg q  = L tg d  a
f( Rn ) =   
2
p Rn3
  
1
B S B2 - C2
 
õ
ô
ó
0
p/2
dd
 1 - K2 sin2 d  
    
donde
L2 = 
B2 + A2
B2    
S2 = 
B2 + A2 - C2
B2 - C2  
K2 = 
S2 - L2
S2   
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Esta integral es una integral elíptica de primera especie cuyo valor, por desarrollo en
serie, es
f( Rn ) =  
1
Rn3
   
1
B S B2 - C2
 
ë
ê
ê
é
û
ú
ú
ù
 1 + å
n = 0

 
ë
ê
é
û
ú
ù
Õ
m = 0
m = n
 
2m + 1
2m + 2
2
K2n+2  (6.1.10)
B) Rn > Rn moda
A diferencia del caso anterior se calcula la probabilidad de obtener una Reflectancia
mayor a una dada. El área correspondiente representa una superficie sobre el octant esférico
limitada por la intersección con la superficie esférica de la prolongación de los valores de
Reflectancia correspondientes a la curva  Rn > Rn moda , y por los planos ZX  y  XY. El valor
de la misma es
Area = õó
0
 q1
dq õó
f(q)
p/2
Rn max2 dj sin j  =
=
õ
ô
ó
0
q1
dq Rn max2 è
ç
æ
ø
÷
ö
 1 - 
C2
 B2 + cos2q A2
1/2
  
( )( )qq
q
fmaxRd n cos
2
1
0
ò
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donde q1 = arcos
La función de distribución es
F( Rn ) = 1 - 
Area
 p Rn max2/2
 
y la función densidad
f( Rn ) = 
2
p Rn3
 
õ
ô
ó
0
q1
dq
 (B2 + A2 cos2q )1/2 (B2 - C2+ A2 cos2q )1/2     (6.1.11)
Esta última integral se puede transformar  mediante el cambio   tg q = S' cos d  en  una
integral elíptica, como en el caso anterior, de primera especie
f( Rn ) =   
2
p Rn3
  
1
 C A õ
ô
ó
0
p/2
dd
 1 - K'2 sin2 d  
    
donde
L'2 = 
B2 + A2
B2    
 S'2 = 
B2 + A2 - C2
C2 - B2  
2
1
2
22
÷÷
ø
ö
çç
è
æ -
A
BC
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K'2 = 
S'2
S'2 + L'2  
y cuyo valor, por desarrollo en serie, es
f( Rn ) =  
1
Rn3
   
1
C A 
ë
ê
ê
é
û
ú
ú
ù
 1 + å
n = 0

 
ë
ê
é
û
ú
ù
Õ
m = 0
m = n
 
2m + 1
2m + 2
2
K2n+2  (6.1.12)
Tanto la expresión (6.1.10) como la (6.1.11) son funciones que convergen a un valor
finito [23]. Para  el caso en que Rn = Rn moda  , teniendo en cuenta que B2 = C2, tanto la
expresión (6.1.9) como la (6.1.11) se transforman  en
f( Rn moda ) =  
2
p Rn3
 
õ
ô
ó
0
p/2
dq
 (B2 + A2 cos2q )1/2 ( A2 cos2q )1/2    
integral que se puede poner, haciendo el cambio tgq = L tg d, de la siguiente manera
f ( Rn moda ) = 
2
p Rn3
  
1
A B õ
ô
ó
0
p/2
dd
 cos d       (6.1.13)
y cuya solución es
f ( Rn moda ) = 
2
p Rn3
  
1
A B ( )Ln ( sec d + tg d)
p/2
0      =      
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cumpliéndose que la función densidad presenta un máximo en  Rn  = Rn moda.
Las curvas siguientes , figura 35, representan la comparación de la función densidad
para el caso  nx = 1.40, ny = 1.44, nz = 1.48, simulando 200000 direcciones al azar (a) y
mediante las fórmulas obtenidas (b) .
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Fig. 35. Representación de la función densidad, para el caso nx = 1.40, ny = 1.44, nz = 1.48,
utilizando valores obtenidos por simulación y valores obtenidos mediante las expresiones
(6.1.10) y (6.1.12)
Una vez que se conoce la función densidad para los medios biáxicos transparentes se
procede a calcular los distintos parámetros estadísticos. Estos a su vez se compararán con los
correspondientes parámetros estadísticos obtenidos por simulación.
6.2.- PARAMETROS ESTADISTICOS
1º.-REFLECTANCIA NATURAL MAXIMA, MINIMA Y MODA
Como ya se ha comentado los valores de la Reflectancia Natural  Máxima , Mínima y
Moda son
Máximo: Rn max =   
Ry + Rz
2    (6.2.1)
Mínimo: Rn min =   
Rx + Ry
2    (6.2.2)
Moda: Rn moda =   
Rx + Rz
2    (6.2.3)
Respecto al valor de la Moda, se acaba de comprobar en el apartado anterior que
cuando Rn  = Rn moda  la función densidad toma el máximo valor, infinito, pudiendo concluir
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que realmente la expresión (6.2.3) se corresponde con el valor de la Moda de un medio biáxico
transparente.
2º.-REFLECTANCIA NATURAL MEDIA, MEDIANA Y DESVIACION TIPICA
Las expresiones de la Reflectancia Natural Media y de la Varianza son
Rn media =  õ
ó
Rn min
Rn max
 Rn f(Rn) dRn
 
 
s2Rn  =  õ
ô
ô
ó
Rn min
Rn max
 ( Rn - )2 f( Rn ) dRn 
 
 
mientras que la Mediana es aquel valor de la Reflectancia Natural que hace que la función de
distribución tome el valor de  0.5.
Para calcular el valor de dichos parámetros estadísticos se ha recurrido al método de
Romberg  [24]  para la solución numérica de integrales. La tabla 17  presenta algunos casos en
los que se comparan los datos obtenidos por simulación con los resultados teóricos (los valores
de la desviación típica están multiplicados por cien ).
nx ny nz media
población
media
teórica
mediana
población
mediana
teórica
desviación
población*100
desviación
teórica*100
1.40 1.42 1.44 3.01 3.01 3.01 3.01 6.10 6.12
1.40 1.42 1.46 3.09 3.09 3.11 3.10 9.51 9.57
1.40 1.44 1.46 3.17 3.17 3.15 3.15 9.39 9.32
1.40 1.44 1.48 3.25 3.25 3.26 3.25 12.54 12.51
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1.50 1.52 1.54 4.26 4.26 4.26 4.26 6.72 6.71
1.50 1.52 1.56 4.34 4.35 4.36 4.36 10.39 10.42
1.50 1.54 1.56 4.43 4.43 4.41 4.41 10.31 10.22
1.50 1.54 1.58 4.52 4.52 4.52 4.52 13.68 13.61
1.60 1.62 1.64 5.60 5.61 5.60 5.60 7.07 7.12
1.60 1.62 1.66 5.69 5.70 5.71 5.71 11.02 11.01
1.60 1.64 1.66 5.78 5.79 5.76 5.76 10.82 10.83
1.60 1.64 1.68 5.87 5.88 5.88 5.88 14.35 14.36
1.70 1.72 1.74 7.01 7.01 7.01 7.01 7.44 7.39
1.70 1.72 1.76 7.10 7.11 7.12 7.12 11.30 11.38
1.70 1.74 1.76 7.20 7.20 7.18 7.17 11.28 11.24
1.70 1.74 1.78 7.29 7.30 7.29 7.29 14.93 14.86
1.80 1.82 1.84 8.45 8.46 8.46 8.45 7.53 7.55
1.80 1.82 1.86 8.55 8.56 8.57 8.57 11.61 11.61
1.80 1.84 1.86 8.65 8.66 8.63 8.63 11.59 11.48
1.80 1.84 1.88 8.74 8.75 8.75 8.75 15.08 15.14
1.90 1.92 1.94 9.93 9.94 9.93 9.93 7.59 7.63
1.90 1.92 1.96 10.02 10.03 10.05 10.04 11.62 11.71
1.90 1.94 1.96 10.12 10.13 10.10 10.10 11.64 11.60
1.90 1.94 1.98 10.22 10.23 10.22 10.22 15.32 15.28
2.00 2.02 2.04 11.41 11.42 11.41 11.41 7.62 7.65
tabla 17
Comparando los parámetros estadísticos Media, Mediana y Desviación Típica, para los
12000 medios biáxicos, obtenidos por simulación y mediante las expresiones anteriores se
pueden sacar las siguientes conclusiones:
- respecto a la Media los errores relativos en tanto por cien son del orden del 0.01%. El
caso más desfavorable corresponde al medio de índices nx = 1.855,y = 1.890, nz = 1.930, el
cual presenta un error relativo de un 0.14%.
- respecto a la Mediana los errores relativos en tantos por cien son del orden del 0.03%.
El caso más desfavorable corresponde al medio de índices nx = 1.405,y = 1.450, nz = 1.495,
el cual presenta un error relativo de un 0.23%
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- respecto a la Desviación Típica los errores relativos en tantos por cien son del orden
del 0.3%, siendo el medio más desfavorable el correspondiente a los índices nx = 1.485, ny =
1.530, nz = 1.585, cuyo error es de un 1.85%.
Como se había comentado se pued comprobar la validez de las expresiones de los
parámetros estadísticos obtenidos anteriormente para medios con nisotr pías mayores, del
orden a las usadas en los medios uniáxicos, abarcando así todos los casos posibles. La tabla 18
muestra unos casos particulares.
Se puede ver que, en este tipo de medios, para el Máximo, el Mínimo y la Moda las
expresiones definidas anteriormente siguen siendo válidas. En el caso de la Media, la Mediana y
la Desviación Típica los errores crecen siendo del orden del 0.2% , 0.7%  y  0.4%
respectivamente. Los mayores errores relativos en estos tres parámetros estadísticos se
obtienen para un medio de índices  nx = 1.400, ny = 1.425, nz = 1.675 y son del orden del
2.2%, 3.6% y 3.6%  respectivamente.
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6.3.- EXPRESIONES DE LA REFLECTANCIA NATURAL
En este apartado se va a proceder a obtener expresiones para calcular las Refle tanci s
principales de un medio biáxico transparente a partir de los parámetros estadísticos estudiados
anteriormente. Para ello en primer lugar, y como se hacía para el caso uniáxico, se procede a
estudiar los parámetros estadísticos para una muestra de tamaño determinado.
6.3.1. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS ESTADISTICOS
Para proceder a la estimación de los parámetros estadísticos elegiremos un tamaño
muestral de 200 para unificar el estudio con los medios uniáxicos, procediendo a comprobar si
este tamaño proporciona unos resultados adecuados. El criterio de comprobación será obtener
los valores de los parámetros estadísticos con una precisión mínima a nivel de un error relativo
de una centésima , precisión similar a la que se puede obtener en el laboratorio con técnicas
microscópicas.
Con este tamaño de muestra y para cada medio se puede calcular el intervalo de
Reflectancias , Rn, en el que, para un nivel de confianza dado ( el 95% ), se obtendrán los
distintos parámetros estadísticos. Al igual que se hacía para los medios uniáxicos elegiremos el
medio con Rn máximo.
Parece evidente que cuanto mayor sea la diferencia entre los índices nx, ny, nz  mayor
será la dispersión de las medidas mientras que a igual diferencia entre índices el error relativo
será mayor cuanto menores sean los valores de dichos índices. Esto nos llevaría a elegir, como
válido para todos,  un Rcorrespondiente a un medio con índices bajos y gran anisotropía.
Para comprobar este hecho utilizaremos, a modo de ejemplo, el Máximo, el Mínimo y la Media.
Con los datos de los parámetros estadísticos de la población, ya conocidos, se puede ver , de
un modo estimativo, como varía Rn  en función de los valores de los índices y de la
anisotropía de los medios para estos tres parámetros estadísticos. Para ello se calcula el error
relativo en la estima de la Media al nivel de confianza del 95% dado por la expresión
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(5.2.2.2.1) y se simulan 100 muestras de tamaño 200 obteniendo en cada una de ellas el
Máximo y el Mínimo. Con estos 100 Máximos y 100 Mínimos se calcula un Máximo y un
Mínimo promedio que se comparará con el valor real.
La tabla 19 representa, para unos casos particulares, el error relativo, en tantos por cien,
en la estimación de la Media y el error relativo en tantos por cien entre el Máximo y el Mínimo
promedio y los correspondientes valores de la población. Estos dos últimos valores han sido
multiplicados por cien.
nx ny nz
104 * 
R n max
Rn max
 104 * 
R n min
Rn min
 
100 *
R n media
Rn media
 
1.40 1.42 1.44 6.10 5.99 0.28
1.40 1.42 1.46 8.08 8.14 0.43
1.40 1.44 1.46 8.99 7.01 0.41
1.40 1.44 1.48 8.85 8.58 0.54
1.50 1.52 1.54 4.11 4.74 0.22
1.50 1.52 1.56 4.53 6.76 0.33
1.50 1.54 1.56 6.39 5.13 0.32
1.50 1.54 1.58 9.56 8.19 0.42
1.60 1.62 1.64 4.10 3.43 0.18
1.60 1.62 1.66 4.17 5.51 0.27
1.60 1.64 1.66 5.28 4.83 0.26
1.60 1.64 1.68 5.94 6.47 0.34
1.70 1.72 1.74 3.57 2.78 0.15
1.70 1.72 1.76 3.38 4.56 0.22
1.70 1.74 1.76 4.57 3.00 0.22
1.70 1.74 1.78 5.50 4.15 0.28
1.80 1.82 1.84 2.22 2.57 0.12
1.80 1.82 1.86 3.33 3.94 0.19
1.80 1.84 1.86 4.53 2.52 0.18
1.80 1.84 1.88 5.24 4.96 0.24
1.90 1.92 1.94 1.65 2.18 0.11
1.90 1.92 1.96 2.60 3.27 0.16
1.90 1.94 1.96 3.82 2.25 0.16
1.90 1.94 1.98 3.96 4.18 0.21
2.00 2.02 2.04 2.04 1.54 0.09
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tabla 19
En estos resultados se comprueba una tendencia similar a la que se obtenía para los
medios uniáxicos transparentes. En el caso de la Media el error relativo crece con la anisotropía
( ny - nx  o  nz - ny ) y para el Máximo y el Mínimo, aunque los errores son muy pequeños, las
mayores diferencias entre los valores promedio y los valores de la población se dan para medios
con índices bajos y gran anisotropía. De este modo se seguirá el análisis, como para los medios
uniáxicos, con el caso de índices pequeños y gran anisotropía. Se elige el medio cuyos índices
son nx = 1.40 ,  ny = 1.44    y  nz = 1.48.
Las figuras 36, 37, 38, 39, 40 y 41 representan las distribuciones muestrales del
Máximo, del Mínimo , de la Moda , de la Media, de la Mediana y de la Desviación Típica para
1000 muestras de tamaño 200. Con línea de trazo discontínuo se representan los intervalos que
se obtienen al 95% de confianza para cada uno de los parámetros estadísticos.
Los resultados obtenidos de las figuras anteriores al 95% de confianza para
Reflectancias expresadas en tantos por cien están representados en las tablas 20 y 21.
tabla 20
R n max R n min R n med R n median R n moda  ss
1.1 Ê10-2 8.8 Ê10-3 1.6 Ê10-2   1.8 Ê10-2 6.0 Ê10-2  9 Ê10-3
R n max
Rn max
 
R n min
Rn min
 
R n med
Rn med
 
R n median
Rn median
 
R n moda
Rn moda
 
 ss
s  
3.1 Ê10-3 2.8 Ê10-3 5.1 Ê10-3   5.5 Ê10-3 1.8 Ê10-2  7.2 Ê10-2
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tabla 21
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Fig. 36. Distribución muestral de Máximos
Fig. 37. Distribución muestral de Mínimos
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Fig. 38. Distribución muestral de Modas
Fig. 39. Distribución muestral de Medias
- Pag. 143 -
Fig. 40. Distribución muestral de Medianas
Fig. 41. Distribución muestral de Desviaciones Típicas
6.3.2.-EXPRESIONES DE LA REFLECTANCIA NATURAL
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A partir de los resultados obtenidos para los medios biáxic  de los parámetros
estadísticos Máximo, Mínimo y Moda  ( expresiones  6.2.1- 3 ), las Reflectancias Principales
del medio vendrán dadas por:
Rx = Moda + Mínimo - Máximo   (6.3.2.1)
Ry = Mínimo + Máximo - Moda   (6.3.2.2)
Rz = Moda + Máximo - Mínimo   (6.3.2.3)
expresiones que coinciden con las obtenidas para medios uniáxicos ( 5.2.4.1 - 3 ). Tenemos así
un método válido para calcular las Reflectancias Principales de un medio anisótropo
transparente, independientemente de que este sea niáxico o biáxico.
Para calcular los valores de los intervalos de Reflectancias que se obtienen para una
muestra de tamaño 200 al 95%  de confianza se procede de modo similar a como se hizo en el
caso uniáxico. Teniendo en cuenta las expresiones (6.3.2.1 - 3 ) el intervalo de incertidumbre
dependerá de los intervalos obtenidos para  los casos del Máximo, del Mínimo y de la Moda
( tabla 20 ) . Al ser los intervalos del Máximo y del Mínimo unidireccionales se toma,  por
exceso, como intervalo para el Máximo y el Mínimo el valor de 1.1Ê10-2. Además, como la
distribución de Modas, así como las distribuciones de Máximo-Mínimo son aproximadamente
normales, la incertidumbre en las Reflectancias Principales será la raíz cuadrada de la suma de
los cuadrados de las incertidumbres de la Moda y del valor tomado para el Máxim -Mínimo.
De este modo,  para un material biáx co,  hay una probabilidad del 95% de obtener sus
Reflectancias Principales, expresadas en tantos por cien,  para muestras de tamaño 200 dentro
de los siguientes rangos
 R x , R y  ,  R z  = 6.7 Ê10-2   (6.3.2.4)
Igual a como se desarrolló en el caso de medios uniáxic , apartado 5.2.4, siempre es
posible obtener las Reflectancias Principales utilizando otros parámetros estadísticos. Sin
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embargo y debido a la forma de las expresiones de la Reflectancia Natural Media, Mediana y
Desviación Típica sólo se obtendrán expresiones analíticas exactas con el Máximo, el Mínimo y
la Moda. Por ello,  para utilizar cualquier otro parámetro distinto a estos tres últimos,
deberemos recurrir a métodos de regresión.
A modo de ejemplo, utilizando los valores de la población que se obtienen para la
Media, la Mediana y la Desviación Típica expresados en tantos por cien, del conjunto de
materiales cuyos índices resultan de variar desde 1.400  a  2.000  de  0.005  en 0.005 siendo la
anisotropía máxima 0.040, se obtienen las siguientes expresiones mediante regresión lineal y
con la aplicación estadística  SPSS.
Rx = -1.805  Media + 2.805  Mediana - 3.867 Desviación - 0.01  (6.3.2.5)
Ry =  6.450  Media - 5.451  Mediana + 0.075 Desviación - 0.0032  (6.3.2.6)
Rz = -1.641  Media + 2.641  Mediana + 3.917 Desviación + 0.006  (6.3.2.7)
Los coeficientes de correlación al cuadrado de estas tres últimas expresiones son
r2 = 0.9999, lo cual nos indica que la relación lineal entre las variables es prácticamente
perfecta.
A partir del error típico obtenido en cada estimación mediante regresión lineal se
obtienen los intervalos en los que se encuentran las Reflectancias para un 95%, que toman un
valor de: Rx  = 0.023  , R y  = 0.027    e   Rz  = 0.021
Así la incertidumbre que se comete en la estimación de la Media, la Mediana y la
Desviación Típica para muestras de tamaño 200 , tabla 21, es
R x = 0.023+(1.805 (Media ))2 + (2.805 (Mediana))2 + (3.867 (Desviación))2 = 0.09
R y = 0.027+(6.450 (Media))2 + (5.451 (Mediana))2 + (0.075 (Desviación))2 = 0.17
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R z = 0.021+(1.641 (Media))2 + (2.641 (Mediana))2 + (3.917 (Desviación))2 = 0.08
Teniendo en cuenta que las expresiones utilizando el Máximo, Mínimo y Moda se
obtienen con un error relativo menor y que son válidas tanto para medios uniáxicos como para
medios biáxicos se tienen argumentos suficientes para , de un modo definitivo, desechar las
expresiones de la Reflectancia en función de la Media, Mediana y Desviación frente a las dadas
en función del Máximo, el Mínimo y la Moda.
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7.- METODO EXPERIMENTAL
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En el capítulo anterior se han obtenido unas expresiones que permiten calcular las
Reflectancias principales, y  por tanto los índices de refracción principales, de un medio
transparente una vez conocido el Máximo, el Mínimo y la Moda de la distribución de medidas
de Reflectancia Natural en superficies pulidas del mismo con una orientación aleatoria.
En los dos capítulos que siguen se expone el método experimental y los resultados
obtenidos para caracterizar diversos materiales basándonos en las expresiones antes
comentadas. En el primero explicaremos el proceso de medida mientras que el segundo es la
aplicación de este método en el estudio de cuatro minerales, dos u iáxico  y dos biáxicos.
7.1.- PREPARACION DE MUESTRAS
Para preparar las muestras, en primer lugar se tritura el material utilizando un mortero
de cerámica, y  se seleccionan granos de tamaño comprendido entre 0.4 mm2 y 1 mm2
utilizando tamices de tamaño adecuado. La razón de la limitación de tamaño por su parte
superior es, aparte de tener el mayor número de granos en el menor espacio posible, el que
cada grano sea lo más homogéneo posible. La limitación inferior tiene como objeto evitar los
posibles problemas de difracción en los bordes.
Estos granos se empastillan en frío utilizando una mezcla de  " Buehler Castolite Resin
"  y endurecedor  " Castolite Hardener ". Las proporciones de ambos son  30 cm3 de  " Buehler
Castolite Resin  "   con 25 gotas del endurecedor.  Esta mezcla es válida para las muestras que
hemos utilizado, aunque puede que no lo sea para otras; por ejemplo, no lo es para muestras
con un alto contenido en azufre.
El proceso de empastillamiento comienza introduciendo los granos en un volumen de 5
cm3  de la mezcla anteriormente obtenida en un molde.  Se agita la mezcla con el fin de que los
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granos no tengan orientaciones privilegiadas y que se sitúen en la parte central de la pastilla
para evitar posibles tensiones en los bordes. Tras unos instantes, en los que se depositan los
granos en el fondo del molde , se echa el resto de la mezcla endurecedora.
La mezcla final  se deja endurecer durante 24 horas a temperatura ambiente. De este
modo se obtienen unas pastillas de forma cilíndrica de unos  3 - 4 cm  de longitud y  de 35 mm
de diámetro.
Posteriormente se procede a realizar un corte paralelo a la superficie en la que se
encuentran los granos de manera que la pastilla tenga una altura similar a la altura del patrón,
10.20 ± 0.01 mm,  con el fin de realizar una calibración más rápida.
La figura 42 muestra un ejemplo de pastilla con una regla para dar una idea de su
tamaño real.
Fig. 42. Granos de un mineral empastillados
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Una vez obtenida la pastilla se realiza el pulido de la misma. Esta fase es la más delicada
por la dificultad que entraña su correcta realización al no existir un patrón o un método exacto
en la realización del mismo variando el proceso para cada tipo de material [25, 26, 27].
El pulido se realiza en una pulidora automática "BUEHLER/METASERVTM
AUTOPOL"  ( figura 43 )  que consta de las siguientes partes o elementos:
- un brazo portapastillas movible con capacidad para seis pastillas,
- un disco giratorio en el centro con velocidad constante sobre el que se apoyan los diferentes
platos con lijas o paños según se realice el desbaste o el pulido
- una conducción de agua regulable en caudal para la refrigeración y limpieza de las pastillas en
el desbaste
Fig.43. Pulidora BUEHLER/METASERVTM AUTOPOLTM
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- un recipiente de aceite solidario al eje de rotación con caída regulable de aceite para la
refrigeración de los paños en el pulido .
El proceso, [25, 26 ], empieza, en primer lugar, por el  desbaste con las lijas de mayor
tamaño de grano con objeto de dejar al descubierto los granos de la superficie de las pastillas
sometiendo a las mismas a una presión que estará en función del tipo de material, en cuanto a
su dureza, y al tiempo empleado en realizar dicha presión. Una vez realizado este lijado, se
procede a utilizar sucesivamente lijas de un tamaño de grano menor con objeto de obtener
superficies cada vez más pulidas a la vez que se aminoran los defectos provocados por las lijas
de grano superior.  Hay que procurar que al acabar la fase del desbaste los granos no presenten
rayas ni cavidades, o bien que estas sean muy finas . Las lijas utilizadas son de carburo de silicio
de números  600 , 1200 y 2400  que se corresponden con un tamaño de grano de 22 micras, 14
micras y 10 micras respectivamente.
A continuación, viene el proceso de pulido propiamente dicho al final del cual hemos de
conseguir superficies libres de huecos,  rayas o relieves y lo más lisas y planas posibles. Para
ello utilizamos como abrasivo pasta de diamante de tamaños 6 mm, 3 mm, 1mm y  1/4 mm,
sucesivamente,  sobre un paño.
El último paso es un pulido con un paño en el que se esparce una suspensión de Sílice
Coloidal de tamaño de grano 0.06 micras con agua destilada. En algunos materiales
excesivamente blandos puede ser necesario utilizar Alúmina de tamaño 0.05 micras.
Para evitar que haya impurezas en las muestras al pasar de un proceso a otro, limpiamos
las muestras primero con agua para luego rociarlas con alcohol y secarlas con aire a presión .
En todos y cada uno de estos pasos se deben realizar las operaciones en un tiempo
mínimo ( óptimo ) para modificar lo menos posible las características del material.
Aunque algunas fuentes [27] recomiendan sustituir las lijas por pasta de diamante de
tamaño de grano grande ( 90mm, 15mm ), el método seguido aquí  proporciona , para los
materiales que se han elegido, un acabado de la muestra de gran calidad.
En algunas situaciones puede ser necesario volver a medir una muestra tras un tiempo
después del pulido. En estos casos se hace un pulido rápido ( 10 ó 15 s )  de la misma con
Sílice Coloidal para eliminar las posibles impurezas que haya adquirido.
La figura 44 es una serie de tres fotografías de una muestra de un grano de Calcita .
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(b)
(c)
Fig. 44. Serie de tres fotografías de un grano de Calcita pulido obtenidas con un objetivo  (a)
10x,  (b)  20x,  (c) 50x.
Estas fotografías han sido obtenidas, respectivamente,  con un objetivo 10x , uno 20x y
uno de 50x. En ellas se distinguen la resina, los contornos del grano y el propio grano en el que
se puede apreciar alguna raya. Estas rayas no perjudican la medida ya que el área a medir es
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mucho menor que el tamaño del grano por lo que se pueden elegir zonas libres de rayas e
imperfecciones.
7.2.- DESCRIPCION DEL SISTEMA DE MEDIDA
La toma de medidas se ha realizado con un equipo que consta de un microscopio de
reflexión  " MICROPHOT-SA "   y el conjunto  " NIKON PHOTOMETER SYSTEM " que
incluye el " Photometer Head P100/P100S "  y el    " Photometer controller P101 " acoplado,
todo este conjunto, al microscopio.
Fig.45. Sistema microscópico
La figura 45 es una fotografía del sistema microscópico en la que se ve el microscopio,
el fotómetro en la parte superior del mismo, el controlador fotométrico a su izquierda y, sobre
él, una pantalla de video en la que se pueden ver las muestras.
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Las partes esenciales del equipo se pueden clasificar en: sistema de iluminación, sistema
de observación y sistema fotométrico.
El sistema de iluminación consta de la fuente y el iluminador de luz reflejada. La fuente
es una lámpara halógena de  100 w  y   12 v, mientras que el tipo de iluminación es el llamado
iluminación Köhler. El sistema de iluminación Köhler ( figura 46 ) consta de:  un sistema
convergente de lentes llamado colector, el diafragma de apertura del condensador, que permite
controlar el ángulo de apertura de los haces de luz incidentes en la muestra,  y el diafragma de
campo que permite iluminar la zona de la preparación que se desea observar. Se puede incluir
también en el sistema de iluminación el polarizador, el reflector, que hace que la luz procedente
de la lámpara se desvíe hacia el objeto situado en la platina y que en nuestro caso es una placa
semireflectante, y los filtros , para conseguir luz de una determinada longitud de onda.
Fig. 46. Esquema de la trayectoria de los rayos para iluminación Köhler
El sistema de observación consta del objetivo, disponiendo de un Portaobjetivos
Universal cuádruple con objetivos de  40x para inmersión en aceite y de 10x, 20x, 40x para
medidas en aire, del analizador y del ocular, del tipo t inocular .
El microscopio posee también 3 selectores de camino de luz que permiten: uno abrir y
cerrar paso al fotómetro y/o a una videocámara, el segundo dar o cerrar paso de luz al
fotómetro y/o a una cámara fotográfica, y el tercero dar paso al ocular y/o al fotómetro
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El sistema fotométrico, diseñado para medidas de luz con longitudes de onda entre
300 nm  y  800 nm,  consta de la cabeza fotométrica, del diafragma de campo fotométrico, para
seleccionar el área de medida, y el controlador fot métrico que permite, entre otras cosas,
obtener , de forma automática, como dato de medida el valor promedio de 1, 2, 4, 8, 16,....512
medidas.
En un intento de eliminar todas las posibles fuentes de error en la medida se ha
procedido a aislar el sistema microscopio-fotómetro de posibles vibraciones externas. Para
llevarlo a cabo se simulan las condiciones normales de medida ( posición de la persona que
toma las medidas, hora en que se realizan, .. ) y se mide tanto la amplitud como la frecuencia de
las vibraciones con un acelerómetro triaxial " B. & K." y un analizador de espectros F.F.T. tipo
35665A de la marca Hewlett- Packard. Los resultados obtenidos están representados en las
figuras 47 y 48.
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Fig.47. Análisis de vibraciones en un eje perpendicular a la superficie de apoyo del microscopio
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Fig. 48. Análisis de vibraciones en un eje cualquiera contenido en la superficie de apoyo del
microscopio
La figura 47 representa el análisis de vibraciones en un eje perpendicular a la superficie
de apoyo del microscopio y, la figura 48,  dicho análisis en un eje paralelo a la misma.
En ambas el eje horizontal representa la frecuencia y el eje vertical,  los decibelios de
aceleración ( dBEUrms = 20 log a/ao  siendo  "a"  la aceleración a medir y  "ao" una aceleración
de referencia de valor 10-6 m/s2 ),  quedando especificadas en la parte superior izquierda de
cada gráfica las coordenadas de los picos más significativos ( señalados con una cruz).  El pico
próximo a frecuencia cero es lo que se denomina error de cero del analizador y representa un
valor interno del aparato que no se debe tener en cuenta.
En ellas se ve que las mayores amplitudes de vibración se dan en bajas frecuencias, por
ello se procede a aislar el rango de frecuencias de 0 a 30 Hz utilizando una lámina de caucho
comercial situada sobre cada una de las patas soporte del microscopio.
7.3.- PROCESO DE MEDIDA
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7.3.1.- MEDIDA DE REFLECTANCIA
El método consiste en comparar la intensidad luminosa reflejada por la muestra estudio
con la intensidad luminosa reflejada por una muestra patrón, bajo las mismas condiciones,
obteniendo la Reflectancia , R, de la muestra aplicando la fórmula
R = 
valor fotométrico medida
valor fotométrico patrón   *  Reflectancia patrón  7.3.1.1
Respecto a l muestra patrón utilizada en las medidas, esta deberá ser un material
isótropo ( o uniáxico ), libre de inclusiones, fracturas , rayas o discontinuidades y lo mas estable
posible [28], siendo además su Reflectancia un valor lo más próximo posible al de la muestra a
medir. En nuestro caso las medidas se han efectuado utilizando el patrón suministrado por la
casa  LEICA,  material isótropo transparente de características
El procedimiento de medida seguido en este trabajo implica la siguiente secuencia para
la obtención de la Reflectancia. En primer lugar se deja estabilizar el sistema fotométrico entre
30 y 60 minutos, para, a continuación, seleccionar tanto el objetivo, preferiblemente de medio
aumento, como la longitud de onda para la medida, 546 ± 10nm. Se coloca , ahora, la muestra
patrón sobre la platina, se enfoca y se centra el objetivo. Se ajusta el diafragma de campo del
fotómetro y del iluminador, de forma que el primero sea aproximadamente un tercio del
diámetro del segundo, tras seleccionar una zona de medida.
Se quita la muestra patrón y se procede a tomar un cero de valor fotométrico, de modo
que se elimine la luz parásita que llega al fotómetro y que procede el exterior. Para ello se
l = 546 nm Indice de
refracción
Reflectancia aceite(%)
(no = 1.518)
Reflectancia aire
(%)
LEUCO-ZAFIRO 1.77 0.588 7.727
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utiliza un cilindro de cartulina negra de 3 cm de altura y 2 cm de radio recubierto en su parte
interior por terciopelo negro. De este modo, de la luz que penetra por la parte superior, muy
poca es reemitida al exterior debido a las sucesivas reflexiones en los pelillos del material. Para
este cuerpo negro, utilizando un  espectrofotómetro MINOLTA  que mide la Reflectancia
difusa,  se obtiene la siguiente representación de la Reflectancia en función de la longitud de
onda
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Fig. 49. Reflectancia en función de la longitud de onda para el cuerpo negro utilizado.
De la gráfica se obtiene que, para una longitud de onda de 550 nm,  la Reflectancia
difusa es de 0.09% . Este valor representa la R flect ncia total, considerando todas las
direcciones. Si se supone, como caso más desfavorable,  que el cuerpo negro es un difusor
perfecto, se puede calcular el valor de la Reflect ncia que medirá el fotómetro. Utilizando un
objetivo de 10x, un diafragma fotométrico de 0.05 mm de radio, valores que se van a utilizar en
el proceso de medida y teniendo en cuenta que la distancia del cuerpo negro al objetivo es de
5.8 mm ( F.W.D.), la Reflectancia en dirección normal es del orden de 10-7, valor que se puede
considerar despreciable. De este modo se puede concluir que el cuerpo negro utilizado es
adecuado para nuestros propósitos.
Concluidos estos pasos se vuelve a colocar la muestra patrón y se toma la lectura del
fotómetro comprobando que dicho valor no varía al girar la muestra patrón.
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Una vez definido el cero de Reflectancia y medido el valor fot métrico de la muestra
patrón se sitúa la pastilla con el material a medir sobre la platina procediéndose a medir los
valores fotométricos de los granos de la misma. Aplicando ahora la fórmula  (7.3.1.1)
obtendremos la Reflectancia de los mismos. Con estos valores se calcularán los parámetros
estadísticos Máximo, Mínimo, Media, Mediana, Moda y Desviación Típica, los cuales,
mediante las expresiones obtenidas en el capítulo de Medios Uniáxicos y en el de Medios
Biáxicos, nos permitirán inferir las Reflectancias Principales y, por tanto, los índices de
refracción principales del material medido.
Por último, a intervalos de 15 minutos o después de tomar unas 50 medidas de la
muestra objeto de estudio,  se comprueba la calibración usando de nuevo la muestra patrón.
7.3.2.- OBTENCION DE LA REFLECTANCIA NATURAL.
En todo lo visto hasta ahora en este capítulo, al hablar de Reflectancia nos estábamos
refiriendo de modo implícito a la Reflectancia Natural.
Sin embargo y debido a que el sistema microscópico utiliza una lámina semireflectante,
como ya se ha comentado, que hace incidir la luz sobre la muestra , figura 46, existe una
dificultad a la hora de medir [29]. Dicha lámina provoca que exista, para la componente
paralela al plano de incidencia y para la componente perpendicular al mismo un factor de
reflexión distinto. De este modo si inicialmente la luz que proviene del foco es natural, tras la
reflexión en la lámina las amplitudes de las componente perpendicular y paralela se hacen
distintas, lo cual provoca, que la luz sea parcialmente polarizada. Este efecto se acentúa cuando
la luz, tras ser reflejada por la muestra, vuelve a pasar por la lámina y por transmisión llega al
fotómetro.
La figura 50 representa la Reflectancia en tantos por cien en función del ángulo de
incidencia para la componente paralela y perpendicular del campo eléctrico. En ella se puede
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apreciar la diferencia entre las Reflectancias de ambas componentes para incidencia oblicua
sobre la lámina.
Fig.50. Representación de la R f ectancia en función del ángulo de incidencia. Componentes
paralela y perpendicular.
El problema se ha resuelto recurriendo a un método indirecto para poder tomar medidas
con  luz natural o simular el efecto obtenido con luz natural. Este consiste en utilizar luz
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polarizada y la definición de la R flectancia Natural. La luz inicialmente natural es polarizada en
una dirección. Bajo estas condiciones se gira la muestra obteniendo un valor de Reflectancia
máximo y un valor mínimo. Como el polarizador se mantiene siempre en la misma posición
estas dos Reflectancias se corresponderán a las Reflectancias Unirradiales, con lo que la luz
incidente saldrá reflejada en la misma dirección de polarización.
Los valores obtenidos, R1  y  R2, se corresponden con las líneas neutras y de este modo
la Reflectancia Natural vendrá dada , en función de estas dos Reflectancias, por     
1
2 (R1+ R2 )  
.
Con este método el patrón no presenta ningún problema ya que la dirección de
polarización de la luz reflejada no varía respecto a la incidente al ser sótropo. Como la
dirección de polarización no se varía durante todo el proceso de medida, tanto con el patrón
como con la muestra a medir, la lámina introducirá un factor constante cuyo efecto será
eliminado al transformar los valores fotométricos a Refle tancias.
Como comprobación del método de medida, del sistema fotométrico y de la bondad en
la utilización de las Reflectancias Unirradiales R1  y  R2  se mide la Reflectancia de una sección
de un mineral uniáxico transparente con luz linealmente polarizada en un plano que forma con
la línea neutra  1  un ángulo a. La figura 51 representa la Ref ectancia obtenida en función de a
. La recta de ajuste es
Ra =  6.11 - 1.95 sin2 a  
 
siendo el cuadrado del coeficiente de correlación 0.998.  Esta expresión coincide con la que
debe cumplir un mineral uniáxico ( Apartado 4.1)
Ra =   R1 cos 2a + R2 sin2 a  = R1 + ( R2 - R1 ) sin2 a
donde  R1 es la Reflectancia Máxima, de valor 6.11 y R2 es la eflectancia Mínima, de valor
4.16.
Por otro lado, si se calcula la Ref ectancia media para las distintas medidas se obtiene 
Ra = 5.13, valor concordante con la semisuma de las Reflectancias Unirradiales R1  y  R2 .
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Fig. 51. Recta de ajuste de la Reflectancia para un mineral uniáxico
- Pag. 166 -
8.- RESULTADOS EXPERIMENTALES
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En este capítulo se presentan los resultados experimentales obtenidos con diversos
materiales a fin de conocer sus Reflectancias Principales a partir de los distintos parámetros
estadísticos obtenidos con medidas de Reflectancia Natural y con las expresiones de los
Apartados 5 y 6 .
El desarrollo teórico anterior es válido, en principio, para cualquier material
transparente. Con el objetivo de comprobar experimentalmente los resultados teóricos
obtenidos se han buscado materiales diversos dentro de la oferta existente exigiendo y
comprobando su pureza. Se han seleccionado cuatro minerales:
- Siderita, cuyos yacimientos suelen estar asociados con minerales como la plata y la
pirita y que se utiliza como fuente de hierro [30].
- Calcita, muy común, utilizado frecuentemente en la fabricación de cementos y cal así
como en la construcción de instrumentos ópticos.
- Diópsido, se encuentra fundamentalmente en rocas metamórficas y cuyas variedades
transparentes se tallan y emplean como gemas [30].
- Olivino, bastante común, se encuentra fundamentalmente en las rocas ígneas.
Habitualmente se explota como arena refractaria, aunque su variedad verde ha sido utilizada
como gema [30].
Para cada uno de los cuatro materiales elegidos se describirán los siguientes aspectos:
- Condiciones de medida: Temperatura ambiente, patrón utilizado, longitud de onda,
diámetro de la medida, número de granos, medidas por cada grano y tipo de objetivo
- Análisis químico de las muestras. El mineral como sustancia pura es un hecho
excepcional y la mayor parte de los minerales presenta una variación amplia en su
composición química.  Un análisis químico cuantitativo proporciona la información básica
respecto a la fórmula atómica de un mineral. Así, conocidas las proporciones atómicas, a
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través del análisis, y la fórmula de la sustancia pura, se puede obtener la fórmula [31] del
mineral estudiado. En algunas ocasiones, al estar la mayor parte de los minerales
compuestos por grandes cantidades de oxígeno, se suele dar la composición en función
de los óxidos. En este caso, se procede primero a calcular la proporción molecular de
cada óxido, lo cual a su vez nos da la proporción atómica del elemento y la proporción de
oxígeno, con cuyos valores, como en el caso anterior, se formula el mineral estudiado.
- Preparación de las muestras: particularidades en el proceso de desbaste y pulido
- Resultados y discusión
8.1.-SIDERITA
Condiciones de medida:
---> Temperatura  ambiente: 23 °C
---> Patrón utilizado: LEUCO-ZAFIRO
---> Longitud de onda:   546 ± 10 nm
---> Diámetro de la medida: 8 mm
---> Número de granos: 200
---> Medidas por grano: 256
----> Objetivo: 10x
Análisis químico ( valores en tanto por cien )
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Carbono  10.50
Hierro 43.50
Calcio 0.55
Magnesio 1.48
Manganeso 1.19
Silicio 0.80
Color: marrón amarillento
 La Siderita tiene como fórmula  Fe CO3  donde el hierro puede estar sustituido por el
Magnesio, el Manganeso y el Calcio [31]. A partir del análisis químico la composición
aproximada de la muestra es  ( Fe0.89  Mg0.07  Mn0.02 Ca 0.02 ) CO3, 98%  y  un 1.7 %  de
Si O2.  
Desbaste y Pulido:
- 0.5 minutos lija 240 y carga aproximada de 1.5 Kg
- 3 minutos lija 1200 y carga de 1.5 Kg
- 3 minutos lija 2400 y carga de 1.5 Kg
- 2 minutos pasta diamante  6mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 2 minutos pasta diamante  3mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 2 minutos pasta diamante  1mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 2 minutos pasta diamante  1/4 mm  y carga aproximada de 1 Kg
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- 1 minutos Sílice Coloidal y carga 1 K
Medida
La tabla 22, al final del capítulo,  muestra las 200 medidas de Reflect ncia Natural, en
tantos por cien, siendo el histograma de Reflectancias Naturales obtenido el siguiente, figura
52,
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Figura 52
Los parámetros estadísticos obtenidos son:
Máximo = 9.06
Mínimo = 7.33
Media = 7.78
Mediana = 7.57
Moda = 7.33
Desviación Típica= 0.49
Conocidos los valores de los parámetros estadísticos se pueden calcular las
Reflectancias Principales a través de las expresiones ( 6.3.2.5 - 7 ). Así se obtiene:
Rx = Moda + Mínimo - Máximo = 5.60
Ry = Mínimo + Máximo - Moda = 9.06
Rz = Moda + Máximo - Mínimo = 9.06
viendo que se trata de un mineral uniáxico negativo, por lo que se cumplirá que Rx = Re  y  Ry
= Rz = Rw .
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Respecto a la incertidumbre en los resultados se debe tener en cuenta, por una parte la
incertidumbre estadística y por otra parte la incertidumbre propia de la medida.
Para calcular la incertidumbre estadística se simulan 1000 muestras de tamaño 200, del
material cuyos valores de Rx,  Ry  y  Rz  son los anteriores,  obteniendo las distribuciones de
Re y  Rw,  figura 53 . Del análisis de estas figuras se puede decir que el valor real de Re , l
95% de confianza, estará comprendido entre 5.535  y  5.6, mientras que el valor de  Rw  lo
estará entre  9.06  y   9.125.
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Fig.53. Distribución de Re  y  Rw  para 1000 muestras de tamaño 200
Respecto a la incertidumbre en la medida se utiliza el error que comete el fotómetro
durante las mediciones. Teniendo en cuenta que el valor fotométrico de la muestra patrón es un
valor arbitrario, que nosotros tomamos del orden de 250 unidades fotométricas, y que será
similar al de las muestras medidas, se comprueba que existe, en algunas ocasiones, una
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oscilación de una unidad fotométrica. De este modo supondremos, por exceso,  que existe una
incertidumbre de ±1 en unidades fotométricas tanto en el patrón como en la muestra.
Para relacionar ambas fuentes de incertidumbre es necesario obten r el error en la
medida con una probabilidad del 95%, que es la que se ha utilizado para el caso de la
incertidumbre estadística. A partir de los 200 datos fotométricos de la muestra original se
simulan 1000 muestras en las que sus valores fotométricos resultan de sumar un número
aleatorio entre -1 y +1 al dato fotométrico original, ya que suponemos que la incertidumbre del
dato fotométrico es aleatoria entre 0 y 1, es decir entre el valor exacto de la medida y el error
máximo.  De esta manera, transformando los valores fotométricos a Reflec ancias, se calcula
entre que rango de Reflectancias se puede obtener cada parámetro estadístico con una
probabilidad del 95%. La figura 54 muestra la distribución de Reflectancias para el caso de la
Reflectancia Máxima, suponiendo que el Máximo real fuera 9.06.
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Fig. 54. Distribución de Reflectancias Máximas para 1000 muestras de tamaño 200
En ella se representan entre dos líneas verticales el 95% de los casos. El rango de
Reflectancias que se obtiene es  0.040, lo cual  supone que  Rn max = 0.020.  Repitiendo el
mismo proceso con los demás parámetros estadísticos se obtienen los resultados de la tabla 23.
Parámetro estadísticoRango de Reflectancias al
95%
Error relativo (%)
Máximo 0.020 0.22
Mínimo 0.017 0.23
Moda 0.017 0.23
Media 0.005 0.06
Mediana 0.009 0.12
Desviación Típica 0.002 0.36
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tabla 23
Podemos esperar que el Mínimo real, y la Moda, sea mayor que el Mínimo medido,
mientras que el Máximo real sea menor que el Máximo medido, así los valores del Máximo, del
Mínimo y de la Moda al 95% serán:
Máximo = 9.040 ± 0.02
Mínimo = 7.347 ± 0.017
Moda = 7.347 ± 0.017
Como las distribuciones de Máximo, de Mínimo y de Moda son aproximadamente
normales, la incertidumbre en la medida al 95% será:
R e =  0.03
R w = 0.03
Conocidas las incertidumbres de los dos tipos al 95% de probabilidad, se trata ahora de
calcular entre que valores se obtienen las Reflectancias Principales con una probabilidad del
95%  .  Para hacerlo utilizaremos la simulación.
Si llamamos x a la incertidumbre estadística, e y a la incertidumbre en la medida, el valor
de Re vendrá dado por
Re = 5.654 + x + y
donde x es un valor comprendido entre  - 0.065  y  0 e  y  un valor comprendido entre -0.03 y
0.03. Rw  vendrá dado por
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Rw = 9.040 + x + y
donde x es un valor comprendido entre  0  y  0.065  e y  un valor comprendido entre -0.03 y
0.03. Se simulan ahora 1000 muestras para obtener las distribuciones de Re y Rw donde los
valores de x y de y se obtienen aleatoriamente.  La figura 55 muestra dichas distribuciones.  A
partir de ella se obtiene que los valores de Re y e w  estarán comprendidos, con una
probabilidad del 95%, dentro de los siguientes rangos
5.573    Re    5.671 9.025    Rw    9.118
lo cual significa unos índices de refracción principales comprendidos entre los valores:
1.618    ne    1.625 1.859    nw   1.865
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Fig.55. Distribución de  Re y  Rw teniendo en cuenta las dos fuentes de incertidumbre. Entre las
dos líneas verticales exteriores se representan el 95% de los casos.
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Los índices de refracción para la Siderita pura son [31]  ne = 1.633  nw = 1.875, pasando
a tener unos valores comprendidos entre [7]
ne = 1.596 a 1.633 nw = 1.830 a 1.875
dependiendo del contenido de Magnesio y Manganeso.  Como se puede ver los valores
obtenidos coinciden dentro de los rangos teóricos.
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8.2.- CALCITA
Condiciones de medida:
---> Temperatura ambiente: 23 °C
---> Patrón utilizado: LEUCO-ZAFIRO
---> Longitud de onda:   546 ± 10 nm
---> Diámetro de la medida: 8 mm
---> Número de granos: 200
---> Medidas por grano: 256
---> Objetivo: 10x
Análisis químico ( valores en tanto por cien )
Humedad a 105 ° C 0.08
Carbonato de Calcio 99.00
Carbonato de Magnesio 0.44
Sílice 0.02
y valores menores al 0.01% de Hierro, Aluminio, Sodio, Potasio, Cobre, Zinc, Cloruros y
Sulfatos.
Color: blanco transparente
Según esta composición, y con el método descrito en la introducción del capítulo, se
puede escribir la fórmula de este mineral [31] de Calcita como   ( Mg0.0044 Ca 0.99 ) CO3.
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Desbaste y Pulido:
- 0.5 minutos lija  240 y carga de 1.5 Kg
- 3 minutos lija 1200 y carga de 1.5 Kg
- 3 minutos lija 2400 y carga de 1.5 Kg
- 2 minutos pasta diamante  6mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 2 minutos pasta diamante  3mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 2 minutos pasta diamante  1mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 2 minutos pasta diamante  1/4 mm  y carga aproximada de 1 Kg
- 1 minutos Sílice Coloidal y carga 1 K
Medidas
Las 200 medidas de Reflectancia Natural, en tantos por cien, se presentan en la tabla 22
. La distribución de R flectancias Naturales obtenidas están representadas en la figura 56,
siendo los parámetros estadísticos:
Máximo = 6.18
Mínimo = 4.99
 Media = 5.35
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Mediana = 5.26
Moda = 4.94
Desviación Típica = 0.30
Figura 56
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Conocidos los valores de los parámetros estadísticos se pueden calcular las
Reflectancias Principales a través de las expresiones ( 6.3.2.5 - 7 ). Así se obtiene:
Rx = Moda + Mínimo - Máximo = 3.80
Ry = Mínimo + Máximo - Moda = 6.18
Rz = Moda + Máximo - Mínimo = 6.18
viendo que se trata, al igual que la Sid rita,  de un mineral uniáxico negativo, por lo que se
cumplirá que Rx = Re  y  Ry = Rz = Rw .
Procediendo como para el caso de la Si rita, para calcular la incertidumbre estadística
se simulan 1000 muestras de tamaño 200, del material cuyos valores de Rx,  Ry  y  Rz  son los
anteriores,  obteniendo las distribuciones de  Re y  Rw  . Del análisis de las figuras 57 y 58  se
puede decir que el valor real de Re , al 95% de confianza, estará comprendido entre 3.759  y
3.800, mientras que el valor de  Rw  lo estará entre  6.180  y   6.184.
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Fig.57. Distribución de Re  para 1000 muestras de tamaño 200
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Fig.58. Distribución de Rw  para 1000 muestras de tamaño 200
Respecto a la incertidumbre en la medida y teniendo en cuenta que las condiciones de
medida son las mismas que para la Siderita, con los 200 datos fotométricos de la muestra
original se simulan 1000 muestras calculando entre que rango de R flectancias se puede
obtener cada parámetro estadístico con una probabilidad del 95%. En la figura 59 se muestra la
distribución de R flectancias para el caso de la Reflectancia Máxima. La tabla 24 muestra los
resultados obtenidos para los parámetros estadísticos Máximo, Mínimo, Media, Mediana y
Desviación Típica.
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Fig. 59. Distribución de Reflectancias Máximas para 1000 muestras de tamaño 200
Parámetro estadísticoRango de Reflectancias al
95%
Error relativo (%)
Máximo 0.016 0.26
Mínimo 0.012 0.24
Moda 0.012 0.24
Media 0.003 0.06
Mediana 0.008 0.13
Desviación Típica 0.001 0.33
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tabla 24
Al igual que para la Siderita podemos esperar que el Mínimo real, y la Moda, sea mayor
que el Mínimo medido, y que el Máximo real sea menor que el Máximo medido. Así los valores
del Máximo, del Mínimo y de la Moda al 95% serán:
Máximo = 6.164 ± 0.016
Mínimo = 5.002 ± 0.012
Moda = 5.002 ± 0.012
Como las distribuciones de Máximo, de Mínimo y de Moda son aproximadamente
normales, la incertidumbre en la medida al 95% será:
R e =  0.023
R w = 0.023
Conocidas las incertidumbres de los dos tipos al 95% de probabilidad, se trata ahora de
calcular entre que valores se obtienen las Reflectancias Principales con una probabilidad del
95%  .  Para hacerlo utilizaremos la simulación obteniendo, al igual que se hizo en la Siderita,
las distribuciones representadas en la figura 60  . Los resultados obtenidos para las
Reflectancias Re y Rw son los siguientes
3.785    Re    3.844 6.150    Rw   6.217
lo cual significa unos índices de refracción principales comprendidos entre los siguientes
valores:
1.483   ne    1.488 1.659    nw   1.664
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Fig.60. Distribución de  Re y  Rw teniendo en cuenta las dos fuentes de incertidumbre. Entre las
dos líneas verticales exteriores se representan el 95% de los casos.
Los valores teóricos para la C lcita pura son [7]  ne = 1.486 nw = 1.658 . La pequeña
desviación entre los valores obtenidos y los valores teóricos puede ser debida a que la Calcita
tiene una dirección de exfoliación privilegiada, lo cual puede llevar a que, en lugar de estar los
granos orientados aleatoriamente, existan granos con una orientación preferente.
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8.3.-DIOPSIDO
Condiciones de medida:
---> Temperatura ambiente: 23 °C
---> Patrón utilizado: LEUCO-ZAFIRO
---> Longitud de onda:   546 ± 10 nm
---> Diámetro de la medida: 8 mm
---> Número de granos: 200
---> Medidas por grano: 256
---> Objetivo: 10x
Análisis químico ( valores en tanto por cien )
Silicio  22.37
Hierro 4.01
Calcio 17.02
Magnesio 8.81
La composición supone una fórmula  Ca ( Mg0.9Fe0.18 ) (SiO3)2 ,[31]. El Diópsido
tiene una fórmula general , [7], Ca ( Mg , Fe ) (SiO3)2  .
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Color: verde claro
Desbaste y Pulido:
- 1 minutos lija 240 y carga aproximada de 1.5 Kg
- 3 minutos lija 1200 y carga de 1.5 Kg
- 4 minutos lija 2400 y carga de 1.5 Kg
- 3 minutos pasta diamante  de 6mm ,  3mm,  1mm y  de 1/4 mm y con una carga aproximada de
1 Kg
- 2 minutos Sílice Coloidal y carga 1 K
Medida
La tabla 22 muestra las 200 medidas de Reflectancia Natural, en tantos por cien. El
histograma de R flectancias Naturales es el representado en la figura 61, siendo los parámetros
estadísticos :
Máximo = 6.68
Mínimo = 6.49
Media = 6.59
Mediana = 6.60
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Moda = 6.60
Desviación Típica= 0.04
Figura 61
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Con estos valores de los parámetros estadísticos en las expresiones (6.3.2.1 - 3) se
obtienen los siguientes resultados
Rx = Moda + Mínimo - Máximo = 6.41
Ry = Mínimo + Máximo - Moda = 6.57
Rz = Moda + Máximo - Mínimo = 6.79
 viendo que se trata de un mineral biáxico.
Procediendo como para el caso uniáxico, para calcular la incertidumbre estadística se
simulan 1000 muestras de tamaño 200, del material cuyos valores de Rx,  Ry  y  Rz  son los
anteriores,  obteniendo sus respectivas distribuciones, figuras 62 y 63  .
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Fig.62. Distribución de Rx y  y  para 1000 muestras de tamaño 200
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Fig.63. Distribución de Rz  para 1000 muestras de tamaño 200
Estas distribuciones son normales, cumpliéndose que
R x = R y = R z =  0.022
De modo similar a como se hacía en el caso uniáxic , se obtiene la incertidumbre debida
al fotómetro mediante simulación de 1000 muestras en las que los valores fotométricos resultan
de sumar un número aleatorio entre  -1 y +1 al dato fotométrico original, obteniendo así las
distribuciones de R flectancias Máxima, Mínima, Media, Mediana y Desviación Típica. La
figura 64 muestra , a modo de ejemplo, la distribución de Reflectancias Máximas,
representando entre las dos líneas verticales el 95% de los casos.
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Fig. 64. Distribución de Reflectancias Máximas para 1000 muestras de tamaño 200
Parámetro estadísticoRango de Reflectancias al
95%
Error relativo (%)
Máximo 0.013 0.19
Mínimo 0.015 0.23
Moda 0.032 0.48
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Media 0.003 0.05
Mediana 0.005 0.07
Desviación Típica 0.002 5.75
tabla 25
 En la tabla 25 se representan los resultados al 95% de probabilidad para el Máximo, el
Mínimo, la Media, la Mediana , la Moda y la Desviación Típica.
Al igual que hacíamos para los dos casos anteriores los valores del Máximo, del Mínimo
y de la Moda al 95% serán:
Máximo = 6.667 ± 0.013
Mínimo = 6.505 ± 0.015
Moda = 6.600 ± 0.032
Como las distribuciones de Máximo, de Mínimo y de Moda son aproximadamente
normales, la incertidumbre al 95% es:
R x = R y = R z =  0.04
Procediendo ahora con las dos fuentes de incertidumbre como para el caso uniáxico se
obtienen, mediante simulación, las distribuciones de Rx, Ry y Rz, figuras 65 y 66. A partir de
estas distribuciones los rangos en los que se obtienen las Reflectancias Principales al 95% de
confianza son
6.387   Rx    6.484 6.522  Ry    6.6216.714   Rz    6.812
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valores que se corresponden con los siguientes índices de refracción
1.676  nx   1.683 1.686  ny  1.693 1.699  nz  1.706
que concuerdan  con los conocidos [7]
nx = 1.650  a 1.698 ny = 1.657 a 1.706 nz = 1.681 a 1.727
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Fig.65. Distribución de  Rx y  Ry teniendo en cuenta las dos fuentes de incertidumbre. Entre las
dos líneas verticales exteriores se representan el 95% de los casos.
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Fig.66. Distribución de  Rz teniendo en cuenta las dos fuentes de incertidumbre. Entre las dos
líneas verticales exteriores se representan el 95% de los casos.
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8.4.-OLIVINO
Condiciones de medida:
---> Temperatura ambiente: 23 °C
---> Patrón utilizado: LEUCO-ZAFIRO
---> Longitud de onda:   546 ± 10 nm
---> Diámetro de la medida: 8 mm
---> Número de granos: 200
--> Medidas por grano: 256
----> Objetivo: 10x
Análisis químico ( valores en tanto por cien )
Sílice en SiO2 41.64
Hierro en Fe2O3 9.92
Calcio en CaO 0.32
Magnesio en MgO 48.11
La composición, con los métodos descritos en la introducción, supone una fórmula
( Mg1.72Fe0.18Ca0.008 ) SiO4 ,[31]. El Olivino tiene una fórmula general ,[7], (Mg, Fe )2 SiO4
intermedia entre la Forsterita, sin contenido en Hierro, y la Fayalita, sin contenido en Magnesio.
Así, a partir de la fórmula obtenida para la muestra, podemos esperar que esta esté formada por
un 90.5% de Forsterita y un 9.5 % de Fayalita .
Color:  verde pálido
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Desbaste y Pulido:
- 1 minuto lija de 240 y carga de 1.5 Kg
- 3 minutos lija 1200 y una carga aproximada de 1.5 Kg
- 4 minutos lija 2400 y carga aproximada de 1.5 Kg
- 3 minutos con pastas de diamante de tamaño  6mm  , 3mm , 1mm  y 1/4 mm y carga
aproximada de 1 Kg
- 2 minutos Sílice Coloidal y carga aproximada 1 Kg
Medida
La tabla 22 muestra las 200 medidas de Reflectancia Natural, en tantos por cien. El
histograma de R flectancias Naturales está representado en la figura 67, siendo los parámetros
estadísticos obtenidos:
Máximo = 6.54
Mínimo = 6.13
Media = 6.36
Mediana = 6.37
Moda = 6.40
Desviación Típica= 0.10
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Figura 67
Con las expresiones (6.3.2.1 - 3) que relacionan las Reflectancias Principales con el
Máximo, el Mínimo y la Moda se obtienen los siguientes valores de las Reflectancias
Principales
Rx = Moda + Mínimo - Máximo = 5.99
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Ry = Mínimo + Máximo - Moda = 6.27
Rz = Moda + Máximo - Mínimo = 6.81
 viendo que se trata de un mineral biáxico.
Procediendo como en el caso anterior, para calcular la incertidumbre estadística se
simulan 1000 muestras de tamaño 200, del material cuyos valores de Rx,  Ry  y  Rz  son los
anteriores,  obteniendo sus respectivas distribuciones, figuras 68 y 69 .
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Fig.68. Distribución de Rx y  y  para 1000 muestras de tamaño 200
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Fig.69. Distribución de Rz  para 1000 muestras de tamaño 200
Estas distribuciones son normales, cumpliéndose que
R x = R y = R z =  0.037
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De modo similar a como se hacía en el caso uniáxic , se obtiene la incertidumbre debida
al fotómetro mediante simulación de 1000 muestras en las que los valores fotométricos resultan
de sumar un número aleatorio entre  -1 y +1 al dato fotométrico original, obteniendo las
distribuciones de R flectancia Máxima, Mínima, Media, Mediana, Moda y Desviación Típica.
La figura 70 muestra, a modo de ejemplo, la distribución de Reflectancias Máximas,
representando entre líneas verticales el 95% de los casos.
Fig. 70. Distribución de Reflectancias Máximas para 1000 muestras de tamaño 200
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Parámetro estadísticoRango de Reflectancias al
95%
Error relativo (%)
Máximo 0.018 0.27
Mínimo 0.021 0.34
Moda 0.045 0.70
Media 0.006 0.09
Mediana 0.008 0.12
Desviación Típica 0.002 2
tabla 26
La tabla 26 muestra los resultados al 95% de probabilidad para la Reflectancia Máxima,
Mínima, Media, Mediana, Moda y Desviación Típica.
Al igual que para el Diópsido, en este caso los valores del Máximo, del Mínimo y de la
Moda al 95% serán:
Máximo = 6.522 ± 0.018
Mínimo = 6.151 ± 0.021
Moda = 6.400 ± 0.045
Como las distribuciones de Máximo, de Mínimo y de Moda son aproximadamente
normales, la incertidumbre al 95% es:
R x = R y = R z =  0.05
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Procediendo ahora con las dos fuentes de incertidumbre, como en el caso del Diópsid ,
se obtienen las distribuciones de Rx, Ry y Rz ,figuras 71 y 72,  siendo los rangos de
Reflectancias obtenidos los siguientes :
5.960   Rx    6.094 6.202  Ry    6.3406.706   Rz    6.840
valores que se corresponden con los siguientes índices de refracción
1.646  nx   1.655 1.663  ny  1.673 1.699  nz  1.708
Los índices de refracción para el Olivino son [7]
nx = 1.651 a 1.681 ny = 1.670 a 1.706 nz = 1.689 a 1.718 
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Fig.71. Distribución de  Rx y  Ry teniendo en cuenta las dos fuentes de incertidumbre. Entre las
dos líneas verticales exteriores se representan el 95% de los casos.
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Fig.72. Distribución de  Rz teniendo en cuenta las dos fuentes de incertidumbre. Entre las dos
líneas verticales exteriores se representan el 95% de los casos.
Se puede ver que los índices nx , ny y  nz toman valores relativamente bajos dentro de
los posibles teóricos. Esto se concuerda con el hecho de que la muestra posee un 90.5 % de
Forsterita, cuyos índices de refracción son más bajos que la F yalita .
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REFLECTANCIAS NATURALES
SIDERITA CALCITA OLIVINO DIOPSIDO
1 7.60 5.37 6.38 6.53
2 8.27 5.74 6.28 6.57
3 7.45 5.58 6.40 6.60
4 7.41 6.12 6.16 6.63
5 8.23 5.57 6.40 6.60
6 7.42 5.57 6.26 6.60
7 7.39 5.59 6.18 6.59
8 7.49 5.59 6.49 6.62
9 7.41 5.50 6.31 6.59
10 7.62 5.55 6.23 6.63
11 7.69 5.08 6.32 6.59
12 8.66 5.51 6.44 6.66
13 8.53 5.47 6.26 6.57
14 7.50 5.16 6.17 6.55
15 7.50 5.92 6.31 6.63
16 7.44 5.03 6.28 6.60
17 7.73 5.16 6.33 6.60
18 7.59 5.24 6.40 6.54
19 7.78 5.44 6.30 6.55
20 8.12 5.43 6.20 6.58
21 7.43 4.99 6.21 6.54
22 7.44 5.28 6.32 6.62
23 8.07 5.23 6.27 6.57
24 9.00 5.41 6.15 6.56
25 7.40 5.18 6.26 6.58
26 7.40 5.34 6.23 6.58
27 7.44 5.01 6.51 6.55
28 8.52 5.54 6.21 6.52
29 7.53 6.00 6.20 6.59
30 7.40 6.18 6.54 6.54
31 8.64 5.06 6.20 6.59
32 7.81 5.26 6.47 6.60
33 7.82 5.10 6.49 6.62
34 7.80 5.10 6.31 6.57
35 9.06 5.01 6.42 6.54
36 7.74 5.05 6.41 6.56
37 8.41 5.24 6.38 6.56
38 7.43 5.77 6.14 6.61
39 7.88 5.37 6.19 6.56
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40 8.02 5.75 6.35 6.55
41 7.49 5.24 6.35 6.55
42 7.42 5.45 6.22 6.53
43 7.42 5.07 6.39 6.58
44 7.70 5.09 6.37 6.55
______________
45
SIDERITA
_______________
7.45
CALCITA
_______________
5.08
OLIVINO
_______________
6.37
DIOPSIDO
_______________
6.51
46 7.46 5.07 6.33 6.61
47 7.56 5.07 6.54 6.61
48 7.96 5.44 6.49 6.59
49 7.40 5.39 6.54 6.60
50 7.46 5.01 6.33 6.62
51 7.47 5.6 6.42 6.56
52 7.49 5.01 6.19 6.66
53 7.43 5.29 6.19 6.56
54 7.77 5.47 6.46 6.59
55 7.90 5.00 6.41 6.52
56 7.59 6.11 6.30 6.59
57 7.49 5.32 6.33 6.58
58 7.40 5.31 6.26 6.53
59 8.42 5.49 6.34 6.57
60 7.43 5.64 6.20 6.58
61 7.54 5.27 6.53 6.53
62 8.19 6.02 6.39 6.52
63 7.47 5.11 6.28 6.57
64 7.50 5.10 6.47 6.56
65 7.47 5.06 6.20 6.55
66 7.45 6.10 6.21 6.58
67 8.02 5.02 6.40 6.56
68 7.60 5.25 6.36 6.59
69 7.66 5.39 6.38 6.56
70 7.50 5.22 6.39 6.55
71 7.57 5.17 6.36 6.60
72 7.43 5.41 6.24 6.60
73 7.82 6.05 6.39 6.61
74 9.04 5.27 6.28 6.61
75 8.32 5.41 6.49 6.58
76 7.62 5.36 6.44 6.66
77 7.34 5.38 6.42 6.63
78 7.34 5.44 6.38 6.60
79 7.92 5.31 6.26 6.61
80 8.61 5.22 6.31 6.57
81 8.90 5.18 6.41 6.62
82 7.35 5.18 6.32 6.62
- Pag. 215 -
83 8.71 5.12 6.30 6.57
84 8.31 6.02 6.38 6.58
85 7.34 5.34 6.36 6.62
86 7.37 5.43 6.47 6.58
87 7.38 5.99 6.42 6.62
88 8.97 5.31 6.45 6.57
89 7.36 5.25 6.36 6.61
90 8.41 5.68 6.24 6.59
91 7.33 5.98 6.44 6.49
92 7.34 6.13 6.42 6.64
_______________
93
SIDERITA
_______________
7.36
CALCITA
_______________
5.04
OLIVINO
_______________
6.55
DIOPSIDO
_______________
6.62
94 7.94 5.04 6.38 6.64
95 8.23 5.45 6.38 6.61
96 7.44 5.15 6.50 6.62
97 7.43 6.12 6.41 6.56
98 7.39 5.36 6.47 6.63
99 8.93 5.18 6.38 6.59
100 7.45 5.35 6.43 6.63
101 7.63 5.15 6.29 6.64
102 7.75 5.10 6.24 6.61
103 8.34 5.14 6.49 6.57
104 8.39 5.30 6.22 6.61
105 8.96 5.16 6.43 6.63
106 8.93 5.15 6.47 6.57
107 9.04 5.22 6.45 6.57
108 7.39 5.35 6.52 6.58
109 7.41 5.15 6.34 6.55
110 7.42 5.26 6.49 6.54
111 7.59 5.15 6.19 6.55
112 7.73 5.08 6.50 6.63
113 8.06 5.13 6.46 6.54
114 7.37 5.20 6.33 6.62
115 8.98 5.25 6.15 6.60
116 7.53 5.41 6.46 6.57
117 7.38 5.22 6.54 6.52
118 7.62 5.31 6.39 6.57
119 7.39 5.37 6.31 6.55
120 7.38 5.14 6.49 6.56
121 7.38 6.14 6.37 6.54
122 7.36 5.43 6.53 6.59
123 7.8 5.44 6.39 6.59
124 7.52 5.35 6.53 6.52
125 7.60 5.12 6.52 6.60
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126 7.40 5.26 6.37 6.55
127 7.40 5.39 6.34 6.58
128 7.39 5.01 6.45 6.55
129 7.76 5.05 6.30 6.51
130 7.72 5.05 6.39 6.52
131 7.43 5.39 6.42 6.55
132 7.40 5.23 6.49 6.50
133 7.97 5.14 6.47 6.60
134 9.03 5.14 6.48 6.60
135 8.48 5.17 6.13 6.54
136 8.32 5.48 6.22 6.53
137 7.39 5.16 6.29 6.56
138 7.99 5.10 6.16 6.56
139 7.82 5.28 6.27 6.51
_______________
140
SIDERITA
_______________
7.40
CALCITA
_______________
5.18
OLIVINO
_______________
6.29
DIOPSIDO
_______________
6.50
141 7.42 5.12 6.46 6.55
142 7.61 5.10 6.36 6.62
143 7.36 4.99 6.29 6.55
144 7.38 5.06 6.51 6.60
145 7.40 5.00 6.47 6.55
146 7.41 5.12 6.29 6.58
147 7.40 5.54 6.33 6.58
148 7.40 6.00 6.26 6.59
149 7.87 6.18 6.37 6.58
150 7.99 5.06 6.36 6.59
151 8.20 5.26 6.47 6.62
152 7.81 5.11 6.24 6.61
153 7.55 5.14 6.30 6.61
154 7.98 5.01 6.37 6.60
155 7.77 5.05 6.33 6.65
156 8.81 5.16 6.19 6.64
157 8.47 5.77 6.46 6.66
158 7.40 5.37 6.18 6.65
159 7.45 5.75 6.40 6.56
160 7.40 5.13 6.34 6.66
161 7.42 5.45 6.40 6.67
162 7.96 5.07 6.54 6.63
163 7.38 5.09 6.33 6.64
164 7.40 5.13 6.47 6.67
165 7.39 5.10 6.50 6.65
166 8.09 5.07 6.46 6.63
167 9.03 5.44 6.37 6.64
168 7.84 5.39 6.54 6.65
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169 7.61 5.01 6.37 6.66
170 7.41 5.60 6.23 6.59
171 8.07 5.01 6.34 6.68
172 7.58 5.29 6.54 6.66
173 7.51 5.47 6.33 6.60
174 8.86 5.00 6.53 6.60
175 7.41 6.11 6.26 6.65
176 7.44 5.32 6.47 6.63
177 7.83 5.31 6.47 6.59
178 8.15 5.49 6.44 6.60
179 7.59 5.64 6.34 6.57
180 7.57 5.27 6.36 6.68
181 7.42 6.02 6.43 6.58
182 7.80 5.11 6.36 6.61
183 7.47 5.12 6.25 6.67
184 7.54 5.08 6.46 6.65
185 7.82 6.10 6.34 6.66
186 7.37 5.02 6.37 6.68
_______________
187
SIDERITA
_______________
8.31
CALCITA
_______________
5.25
OLIVINO
_______________
6.33
DIOPSIDO
_______________
6.61
188 8.38 5.39 6.28 6.65
189 7.44 5.50 6.37 6.68
190 8.03 5.50 6.50 6.68
191 7.94 5.55 6.39 6.60
192 8.72 5.08 6.44 6.63
193 7.36 5.51 6.23 6.60
194 7.39 5.47 6.40 6.60
195 7.36 5.16 6.39 6.63
196 9.04 5.92 6.33 6.60
197 7.87 5.03 6.21 6.60
198 7.57 5.16 6.34 6.68
199 7.37 5.24 6.34 6.59
200 7.40 5.44 6.40 6.63
tabla 22
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9.- CONCLUSIONES
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Las conclusiones que se pueden extraer del estudio realizado en este trabajo son las
siguientes:
1. Se ha realizado un estudio de la refracción en medios uniáxicos transparentes
obteniendo las direcciones de propagación de las dos ondas refractadas ( 3.1.1.7  y  3.1.11.12).
Así mismo se obtienen las condiciones de perpendicularidad para los vectores desplazamiento
de estas dos ondas:
- cuando el eje óptico está contenido en el plano de incidencia
- cuando la dirección de propagación de la onda extraordinaria es perpendicular al eje
óptico
- en el caso de incidencia normal
2. La Superficie Indicatriz de Reflectancia, utilizada para caracterizar el comportamiento
de un material en la reflexión con luz linealmente polarizada en incidencia normal, no está
unívocamente determinada. Para cada dirección de vibración de la luz incidente existe un
intervalo continuo de Reflectancias posibles. Se ha estudiado este intervalo para el caso de
medios uniáxicos transparentes obteniendo que es mayor cuanto menor sea la birefringencia
relativa.
3. Utilizando luz natural en incidencia perpendicular sobre una población de superficies
de orientación aleatoria de un material uniáxico transparente se calculan los parámetros
estadísticos Máximo ( tabla 1 ), Mínimo ( tabla 1 ), Media ( 5.1.11-12 ), Mediana ( 5.1.9 ),
Moda ( 5.1.14-15 ) y Desviación Típica ( 5.1.14-15 ). Se han dibujado las curvas
correspondientes a valores constantes de estos parámetros obteniéndose diversos diagramas
que nos permiten gráficamente la obtención de las características ópticas de un material a partir
de la estimación de estos parámetros estadísticos en una muestra granulada.
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4. Las Reflectancias principales  Re y Rw de un material uniáxico transparente se pueden
poner en función de los valores de la Reflectancia Natural Máxima ,  Mínima   y Moda de la
población:
medios uniáxicos positivos:
Rw =  Mínimo + Máximo - Moda  = Moda - Máximo + Mínimo
 Re =  Moda + Máximo - Mínimo
medios uniáxicos negativos:
 Re =   Mínimo - Máximo + Moda
Rw =  Mínimo + Máximo - Moda = Moda - Mínimo + Máximo
 5. La S.I.R.N., que en medios isótropos toma la forma de una esfera y que en los
medios uniáxicos es una superficie de revolución alrededor del eje de simetría, en los medios
biáxicos se puede aproximar a un elipsoide de semi jes, en el sistema de ejes principales, la
Reflectancia Natural Máxima, la Ref ectancia Natural Mínima y la Moda de la población de
Reflectancias Naturales.
6. Las Reflectancias Principales Rx , y  y Rz para un medio biáxico transparente se
obtienen, en función de las Reflectancias Naturales Máxima, Mínima y Moda de la población,  a
partir de las siguientes expresiones:
Rx = Moda + Mínimo - Máximo
Ry = Mínimo + Máximo - Moda
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Rz = Moda + Máximo - Mínimo
En el caso de medios uniáxicos estas expresiones se convierten en las expresadas en la
conclusión 4.
7. Utilizando métodos de regresión lineal, se calculan expresiones para obtener las
Reflectancias Principales utilizando la Reflectancia Natural Media, Mediana y Desviación
Típica tanto para medios biáxicos como uniáxico. Estas expresiones se rechazan frente a las
obtenidas con la Reflectancia Natural Máxima, Mínima y Moda por su mayor grado de
incertidumbre.
8. Para estimar los parámetros estadísticos , Máximo, Mínimo y Moda, con una
incertidumbre máxima del orden de 10-2 ( Reflectancias en tanto por cien ) es suficiente medir
200 granos de una muestra orientados al azar, tanto para el caso de medios uniáxicos com
para el caso de medios biáxicos transparentes .
9. El cálculo experimental de las Reflectancias Principales de la Calcita, la Siderita, el
Olivino y el Diópsido  muestra la validez de las fórmulas deducidas teóricamente.
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